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   ทฤษฎีจํานวนเปนวิชาท่ีศึกษาเก่ียวกับจํานวนเต็ม  คือ  0, 1,  –1 , 2, –2, ...

 เน่ืองจากจํานวนเต็ม เปนจํานวนจริง ดังน้ัน จึงสอดคลองกับสมบัติตาง ๆ 

 ของจํานวนจริง เซตของจํานวนเต็มซ่ึงเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง 

 มีสมบัติปดและมีเอกลักษณภายใตการบวกและการคูณ และจํานวนเต็มทุกตัว 

 มีอินเวอรสภายใตการบวก แตอินเวอรสภายใตการคูณของจํานวนเต็มท่ีไมเปนศูนย

 อาจจะไมเปนจํานวนเต็ม ซ่ึงทําใหไดวา สําหรับจํานวนเต็ม  a, b  ที่          เศษสวน     

  อาจจะเปนจํานวนเต็มหรือไมเปนจํานวนเต็มก็ได  เชน        =  2  เปนจํานวนเต็ม  

 แต     ไมเปนจํานวนเต็ม ในกรณีท่ี     เปนจํานวนเต็ม เรากลาววา จํานวนเต็ม

 b หารจํานวนเต็ม a ลงตัว และ b เปนตัวหารของ a เราจะพิจารณาสมบัติตาง ๆ  

 ของจํานวนเต็มท่ีเกี่ยวกับตัวหาร

  เราจะแทนเซตของจํานวนตรรกยะ หรอืเศษสวนของจํานวนเต็มท้ังหมดดวย  

  เซตของจํานวนเต็มท้ังหมดดวย      และเซตของจํานวนเต็มบวกท้ังหมดดวย      

หรือ

  เซตของจํานวนเต็มบวกมีสมบัติที่สําคัญซ่ึงเราจะใชอยูเสมอคือ

หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร   (Principle of Mathematical Induction)

    ให        เปนจํานวนเต็ม และสําหรับทุก ๆ จาํนวนเต็ม                 

    ให  p(n)  เปนขอความเก่ียวกับ  n  ซ่ึง

    (ก)         จริง

   และ (ข)  ทุก ๆ                       ถา  p(k)  จริง   แลว   p(k + 1)  จริง

    แลวจะสรุปไดวา ทุก ๆ จํานวนเต็ม                ,   p(n)  จริง

หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรอยางเขม   (Principle of Strong Mathematical Induction)

    ให      เปนจํานวนเต็ม  และสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็ม

    ให  p(n)  เปนขอความเก่ียวกับ  n  ซ่ึง

    (ก)              จริง

กสถาบันสงเสริมการสอนวทิยาศาสตรและเทคโนโลยี
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   และ (ข)  ทุก ๆ                ,      ถา                                           จริง   แลว  

    p(k + 1)  จริง  แลว  

    จะสรุปไดวา   ทุก ๆ จํานวนเต็ม               ,   p(n)  จริง

หลักการจัดอันดับดี  (Well - Ordering Principle)

    สําหรับ                 ใด ๆ   ถา                 แลว    S  มีสมาชิกคานอยสุด

  ให  x  เปนจํานวนจริงใด ๆ   จะมีจํานวนเต็ม c คามากสุดท่ี   

 ทําใหไดวา   x  <  c + 1      เราแทนจํานวนเต็ม c ดังกลาวดวย              และเรียกวา   

ภาคจํานวนเต็มของ x

  ให                           จะไดวา                          และเรียก      วา  ภาคเศษของ x

 นั่นคือ  แตละจํานวนจริง  x  จะสามารถเขียนอยูในรูป                        โดยท่ี c  เปน

 จํานวนเต็ม  และ      เปนจํานวนจริงท่ี

 (หมายเหตุ  การกําหนด                ดังกลาว เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจริงไปยัง

 เซตของจํานวนเต็มและเรียกวา  ฟงกชันจํานวนเต็มมากสุด)

  ตอไปให  a  และ  b  เปนจํานวนเต็มใด ๆ  โดยท่ี               จะไดวา  จาํนวนเศษสวน    

 จะเขียนอยูในรูป

 โดยท่ี c  เปนจํานวนเต็ม  และ

ข สถาบันสงเสรมิการสอนวทิยาศาสตรและเทคโนโลยี
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1สถาบันสงเสริมการสอนวทิยาศาสตรและเทคโนโลยี

การหารลงตวั

 ให  a  และ  b  เปนจํานวนเต็ม  โดยท่ี          เราจะกลาววา  b หาร  a ลงตวั ซ่ึงแทน

  ดวย         ก็ตอเม่ือ      เปนจํานวนเต็ม ในกรณีนี้  เราเรียก  b  วา  เปนตัวหารของ a

  และเรียก  a วาเปนพหุคูณของ b

    ถา  b  หาร  a  ไมลงตัว  จะแทนดวย   b  a

 ตวัอยาง 1.1              แต   

หมายเหต ุ จากนิยามของ            เรากําหนดให            ดังน้ัน  เม่ือเขียนสัญลักษณ          ใหเปนท่ี

  เขาใจวา  ตัวหาร   

 ให  a, b, c  เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะไดวา

  ก)

  ข)

  ค)                                                             ทุก ๆ จํานวนเต็ม x และ y

 พิสูจน ก)  สมมติให          และ  

  ดังน้ัน  จะมีจาํนวนเต็ม c ทีท่าํให   b =  ac  จาก            ทาํให           ดังน้ัน                 และ

  ข) สมมติให             และ                ดังน้ัน               และ

 จาก   (ก) จะไดวา                       และ                       นั่นคือ                        ทําให   

  ค) เวนไวเปนแบบฝกหัด

ขอสังเกต   จากทฤษฎีบท 1.1 (ค)  แทนคา  c = 0   จะไดวา

            สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็ม  x

 (ข้ันตอนวิธีการหาร)

  สําหรบัจํานวนเต็ม a และ b ใด ๆ  ที ่ b > 0   จะมีจาํนวนเต็ม  q  และ  r  เพยีงคูเดียวทีท่าํให

          a   =    bq + r      โดยท่ี

 ทฤษฎบีท 1.1

 ทฤษฎบีท 1.2

 บทนิยาม 1.1
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  ดังน้ัน    เม่ือ   q   เปนจํานวนเต็ม  และ   

  จึงไดวา                         ทําให                            เปนจํานวนเต็มใหเปน  r

  เน่ืองจาก            และ                           จะไดวา   

  นั่นคือ        มีจํานวนเต็ม  q  และ  r  ที่ทําให                         โดยท่ี   

  ตอไปจะพิสูจนวา  มีคูเดียวที่มีสมบัติวา  มี                ที่ทําให                              

โดยท่ี ให และ

  ทาํให                                                                                        และ                 เปนจํานวนเต็ม

ดังน้ัน น่ันคือ และ

ก) a  =  478,     b = 7

   เน่ืองจาก        ดังน้ัน     q  =  68,     r = 2

  ข) a  =  –478,    b = 7

   เน่ืองจาก     –478  =  7(–69) + 5 ดังน้ัน     q  =  –69,    r = 5

ขอสังเกต เม่ือหารจํานวนเต็ม a ใด ๆ ดวย 2    จะไดวา  เศษเหลือ   r   เปน  0  หรือ  1

  ถา   r = 0    จะไดวา    a = 2c + 0  =  2c

  และถา    r = 1    จะไดวา    a = 2c + 1

  ดังน้ัน  จาํนวนเต็มทุกตัวจะอยูในรูป  2c  หรอื   2c + 1   อยางใดอยางหน่ึงเพียงอยางเดียว

  จํานวนเต็ม a  เปนจํานวนคู  ก็ตอเม่ือ  มีจํานวนเต็ม c  ที่  a = 2c

     a  เปนจํานวนค่ี  ก็ตอเม่ือ  มีจํานวนเต็ม c  ที่  a = 2c + 1

  จากบทนิยาม   จะไดวา a  เปนจํานวนเต็มคู  ก็ตอเม่ือ     

จงพิสูจนวา  สําหรับจํานวนเต็ม a ใด ๆ   

  ผลคูณของจํานวนเต็มท่ีเรียงกันสองจํานวนเปนจํานวนคูเสมอ

  (นั่นคือ                                  เปนจํานวนคูเสมอ)

พิสูจน ให a    เปนจํานวนเต็มใด ๆ 

กรณ ี1  a    เปนจํานวนคู    นั่นคือ              ดังน้ัน  จะไดวา

 ตัวอยาง 1.3

 ตัวอยาง 1.2

 พิสูจน ให  a  และ  b  เปนจํานวนเต็มท่ี  b  >  0

 บทนิยาม 1.2

สถาบันสงเสรมิการสอนวทิยาศาสตรและเทคโนโลยี
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3สถาบันสงเสริมการสอนวทิยาศาสตรและเทคโนโลยี

กรณ ี2 a เปนจํานวนค่ี   ดังน้ัน  จะมีจาํนวนเต็ม c  ที ่ a = 2c + 1  

 ทาํให     a + 1  =  2c + 2  =  2(c + 1)

 นั่นคือ              จึงไดวา

 ตัวอยาง 1.3    จะเปนกรณีพิเศษของตัวอยางตอไปน้ี

จงพิสูจนวา  สําหรับจํานวนเต็มบวก n ใด ๆ   ผลคูณของจํานวนเต็มท่ีเรียงกัน n 

 ตัวใด ๆ จะหารลงตัวดวย  n  เสมอ

พิสูจน ให  n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และให  a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ

 เราจะพิสูจนวา  ผลคูณ  a(a + 1)(a + 2) ... (a + n – 1)   จะหารลงตัวดวย n

 โดยข้ันตอนวิธีการหาร  จะมีจาํนวนเต็ม  q  และ  r   ท่ีทาํให  a =  nq + r  โดยท่ี    

กรณ ี1 r  =  0    จะไดวา                   ทําใหไดวา      

กรณ ี2    จะไดวา                                   ทําใหไดวา   

 และ   a + n – r    =    nq + r + n – r   =   n(q + 1)

ดังน้ัน ซ่ึงทําให

   เน่ืองจากทุก ๆ จาํนวนเต็ม                            ดังน้ัน   0   จะมีตัวหารอยูเปนจํานวน

 อนันต  และสําหรับจํานวนเต็ม           ถา  x  เปนตัวหารของ  a  จะไดวา                     

 โดยทฤษฎีบท 1.1 (ก) นั่นคือ  a  จะมีตัวหารอยูเปนจํานวนจํากัด

  ตอไปให  a และ  b  เปนจาํนวนเต็ม  และพจิารณาตัวหารของทัง้ a และ b  ซ่ึงเรยีกวา  

 ตัวหารรวมของ a และ b  ถา  a = 0   และ  b = 0   จะไดวา  จํานวนเต็มท่ีไมเปน 0  

 ทุกตัวจะเปนตัวหารรวม  ซ่ึงทําใหไมนาสนใจแตสําหรับกรณีที่            หรอื

 จะไดวา  ตัวหารรวมของ  a  และ  b  มีจํานวนจํากัด  และเน่ืองจาก  d  เปนตัวหารรวม

 ของ a  และ  b  ก็ตอเม่ือ  – d   จะเปนตัวหารรวมของ a และ b

 ดังน้ัน  เราจึงพิจารณาเฉพาะตัวหารรวมท่ีเปนบวก  นอกจากน้ี  ถา  d  เปนตัวหารรวม

 ของ  a  และ  b และ                  จะไดวา        จะเปนตัวหารรวมของ a และ b  ดวย   

 ดังน้ัน  ถาเราทราบตัวหารรวมคามากสุด  เราจะไดตัวหารรวมท้ังหมดของ  a และ  b

ให  a และ  b  เปนจํานวนเต็มท่ี              หรือ            และ  d  เปนจํานวนเต็มบวก  

 d  เปน ตัวหารรวมของ  a  และ  b    ก็ตอเม่ือ             และ

 และ  d  เปนตัวหารรวมมากของ a และ b  แทนดวย   d  =  (a, b)   ก็ตอเม่ือ

ตัวอยาง 1.4

 บทนิยาม 1.3
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