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	 คณิตศาสตร์เป็นเครื่องมือที่มีความสำ�คัญและเป็นประโยชน์อย่างมากต่อการวิเคราะห์เพื่อ

แกป้ญัหาทางด้านเศรษฐศาสตร ์นักเศรษฐศาสตรจ์ำ�เปน็ตอ้งมคีวามรูแ้ละความเชีย่วชาญในการนำ�หลกั

คณติศาสตรม์าประยกุตใ์ชร้ว่มกบัทฤษฎทีางเศรษฐศาสตรใ์นสาขาตา่งๆ วชิาคณติเศรษฐศาสตรจึ์งถอื

เป็นวิชาที่มีความสำ�คัญสำ�หรับผู้ที่ศึกษาวิชาเศรษฐศาสตร์ในแขนงต่างๆ เป็นอย่างมาก

	 ผู้เขียนได้แต่งตำ�รานี้ขึ้นเพ่ือใช้เป็นหนังสือประกอบการเรียนการสอนในวิชาคณิตเศรษฐ-

ศาสตร์เบื้องต้น (Introductory Mathematical Economics) ของคณะเศรษฐศาสตร์ มหาวิทยาลัย

ธรรมศาสตร์ ซึ่งในปัจจุบันวิชาคณิตศาสตร์เบ้ืองต้นได้ถูกบรรจุให้เป็นวิชาบังคับสำ�หรับการเรียน

เศรษฐศาสตรใ์นระดับปริญญาตรขีองทุกมหาวิทยาลยั ตำ�ราเลม่นีจ้งึสามารถนำ�ไปใช้ประกอบการเรยีน

การสอนในวิชาคณิตเศรษฐศาสตร์เบื้องต้นของมหาวิทยาลัยต่างๆ ได้

	 จากประสบการณ์ในการสอนวิชาคณิตเศรษฐศาสตร์ที่ผ่านมา ผู้เขียนพบว่านักศึกษาจะมี

ความกังวลใจเมื่อนึกถึงความยุ่งยากและซับซ้อนของการนำ�คณิตศาสตร์มาใช้ในการวิเคราะห์ทฤษฎี

ทางเศรษฐศาสตร์ ส่งผลทำ�ให้นักศึกษาพยายามหลีกเลี่ยงการเรียนในวิชาดังกล่าว ผู้เขียนได้ตระหนัก

ถึงปัญหาดังกล่าวจึงได้แต่งตำ�ราเล่มนี้ขึ้นเพื่อให้ผู้อ่านท่ีมีพ้ืนฐานทางคณิตศาสตร์ไม่เข้มแข็งสามารถ

เข้าใจถึงการนำ�เครื่องมือคณิตศาสตร์มาใช้กับทฤษฎีทางเศรษฐศาสตร์

 	 ทั้งนี้เนื้อหาในแต่ละบทจะเริ่มต้นด้วยการทบทวนหลักคณิตศาสตร์พื้นฐานท่ีจำ�เป็นก่อน

ที่จะอธิบายถึงการประยุกต์ใช้ในทฤษฎีทางเศรษฐศาสตร์ ผู้เขียนหวังเป็นอย่างยิ่งว่าวิธีการดังกล่าว

จะช่วยทำ�ให้การเรียนวิชาคณิตเศรษฐศาสตร์เป็นไปอย่างง่ายข้ึน นอกจากนั้น ผู้เขียนได้ยกตัวอย่าง

ต่างๆ ประกอบการอธิบายสำ�หรับเนื้อหาในแต่ละหัวข้อ รวมถึงได้รวบรวมแบบฝึกฝนไว้ในตอนท้าย

ของเน้ือหาในแตล่ะหวัข้อ และยงัไดบ้รรจแุบบฝกึหดัไวใ้นตอนทา้ยของแตล่ะบทเพือ่ใหผู้อ้า่นได้ฝกึฝน 

การเรียนวชิาคณติเศรษฐศาสตรใ์หป้ระสบความสำ�เรจ็นัน้ ผูเ้รยีนจะตอ้งหมัน่ฝกึฝนทำ�แบบฝกึหัดอยา่ง

สม�เสมอ อย่างไรก็ตาม คำ�ตอบทางคณิตศาสตร์ท่ีคำ�นวณได้นั้นจะไม่มีความหมายใดๆ เลยถ้าหาก

ผู้เรียนวิชาคณิตเศรษฐศาสตร์ไม่สามารถอธิบายความหมายของคำ�ตอบท่ีคำ�นวณได้ให้สอดคล้องกับ

หลักทฤษฎีทางเศรษฐศาสตร์ ผู้เขียนหวังเป็นอย่างยิ่งว่าตำ�ราเล่มนี้จะเป็นประโยชน์แก่ผู้สนในศึกษา

วิชาเศรษฐศาสตร์ในแขนงต่างๆ รวมทั้งสามารถทำ�ให้ผู้อ่านได้ตระหนักถึงความสำ�คัญและประโยชน์

ของการนำ�หลักคณิตศาสตร์ไปประยุกต์ใช้เพื่อแก้ปัญหาทางด้านเศรษฐศาสตร์ต่างๆ

คำ�นำ�
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	 ในการจัดพมิพค์รัง้ท่ี 2 นี ้ผูเ้ขยีนไดเ้พิม่เตมิโจทยป์ญัหาการประยกุตใ์ชเ้พิม่เตมิในแตล่ะบท

เพื่อให้ผู้อ่านเข้าใจถึงการนำ�หลักคณิตเศรษฐศาสตร์ไปประยุกต์เพื่อแก้ปัญหาทางด้านเศรษฐศาสตร์ 

ให้มากยิ่งขึ้น

	 ผูเ้ขยีนขอขอบคณุคณาจารยข์องคณะเศรษฐศาสตร ์มหาวทิยาลยัธรรมศาสตร ์ทกุทา่นทีไ่ด้

มีส่วนร่วมในการสอนวิชาคณิตเศรษฐศาสตร์เบื้องต้น ซึ่งได้ร่วมกันพัฒนาหัวข้อและเนื้อหาของวิชานี้

ใหมี้ความเขม้ขน้และมมีาตรฐาน อกีท้ังยงัชว่ยทำ�ใหค้ณติเศรษฐศาสตร์เบ้ืองตน้เป็นวชิาพืน้ฐานท่ีสำ�คญั

ที่ทำ�ให้นักศึกษาสามารถนำ�ไปใช้ต่อยอดสำ�หรับการเรียนวิชาเศรษฐศาสตร์อื่นๆ ต่อไป นอกจากนั้น

แล้ว ผู้เขียนขอขอบคุณ นายกิตติพัฒน์ บัวอุบล และสำ�นักพิมพ์มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร์ ที่ช่วยเหลือ

ในเรื่องการออกแบบปก การจัดวางหน้า และการจัดพิมพ์หนังสือเล่มนี้ให้สำ�เร็จลุล่วงไปด้วยดี

	 หากหนังสือเล่มนี้สามารถสร้างคุณประโยชน์อันใดขึ้นได้ ผู้เขียนขออุทิศให้กับบิดา มารดา 

ครอบครัว และครูบาอาจารย์ทุกท่านตั้งแต่อดีตจนปัจจุบัน สำ�หรับข้อบกพร่องและข้อผิดพลาดต่างๆ

ที่เกิดขึ้นในหนังสือเล่มนี้ ผู้เขียนขอน้อมรับไว้และจะได้ปรับปรุงแก้ไขให้ถูกต้องในโอกาสต่อไป 

ศุภวัจน์ รุ่งสุริยะวิบูลย์

ปิยะวงศ์ ปัญจะเทวคุปต์

31 กรกฎาคม 2564

Mathematical-0.indd   14 7/12/21   12:47 PM

ตวั
อย
า่ง



อนุพันธ์และการประยุกต์ ใช้
ในทฤษฎีเศรษฐศาสตร์

บทที่

	 ในบทน้ีจะอธบิายให้เหน็ถงึเครือ่งมอืทางคณติศาสตร์ท่ีส�ำคญัท่ีเรียกว่าอนพุนัธ์ (derivative)

และความส�ำคญัของการน�ำอนุพันธ์ไปประยกุต์ใช้เพือ่วเิคราะห์ปัญหาของแบบจ�ำลองทางเศรษฐศาสตร์ 

ในทางเศรษฐศาสตร์การตัดสินใจของหน่วยเศรษฐกิจใดๆ มักจะอาศัยแนวคิดหน่วยสุดท้ายหรือส่วน

เพิ่ม (marg inality) นั่นคือ หน่วยเศรษฐกิจจะตัดสินใจเลือกกระท�ำใดๆ โดยค�ำนึงถึงผลประโยชน์ที่

จะได้รับเพิ่มขึ้นว่าสามารถให้ผลที่มากกว่าต้นทุนที่จะต้องเสียเพิ่มขึ้นจากการกระท�ำนั้นหรือไม ่

กระบวนการในการหาผลประโยชน์ท่ีจะได้รับเพิ่มขึ้นและต้นทุนที่จะต้องเสียเพิ่มขึ้นนี้จะต้องอาศัย

เครื่องมือทางคณิตศาสตร์ที่เรียกว่า การหาอนุพันธ์ โดยทั่วไปแล้วการวิเคราะห์แบบจ�ำลองทาง

เศรษฐศาสตร์ต่างๆ นั้นจะต้องอาศัยการหาอนุพันธ์ในการแก้ปัญหา เนื้อหาในบทนี้จะเริ่มต้นด้วยการ

ทบทวนความหมายของอนุพันธ์และสูตรการหาค่าอนุพันธ์ที่ส�ำคัญของฟังก์ชัน หลังจากนั้นจะแสดง

การน�ำอนุพันธ์ไปประยุกต์ใช้ในการวิเคราะห์แบบจ�ำลองทางเศรษฐศาสตร์ต่างๆ อันประกอบไปด้วย 

อนุพันธ์กับแนวคิดเรื่องหน่วยสุดท้าย ความสัมพันธ์ระหว่างฟังก์ชันรวมและฟังก์ชันหน่วยสุดท้าย

ต่างๆ และอนุพันธ์กับการหาค่าความยืดหยุ่น

	

5.1	 นิยามของอนุพันธ์

	 พิจารณาฟังก์ชัน y=f(x) ใดๆ ท่ีประกอบด้วยตัวแปรอิสระ (independent variable) 

เพียงตัวเดียว ภาพที่ 5.1 แสดง y=f(x) เป็นฟังก์ชันที่ไม่เป็นเส้นตรง (non-linear function) และมี

คุณสมบตัคิวามต่อเนือ่ง (continuous) ความชนัของฟังก์ชนัระหว่างจดุ A และ B สามารถค�ำนวณหา

ได้จากค่าสัดส่วนการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ระหว่างจุด A และ B ดังความสัมพันธ์ที่แสดงนี้

5
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	 อย่างไรก็ตาม ค่าความชันที่ค�ำนวณได้จากสมการ (5-1) นั้นแสดงถึงการหาค่าความชัน 

ของเส้นตรง AB มากกว่าการหาค่าความชันของเส้นโค้ง AB ถ้าหากเส้นโค้ง AB มีระยะห่างกันมากๆ 

ค่าความชันที่ค�ำนวณได้จากสมการ (5-1) ก็จะมีค่าแตกต่างจากค่าจริงมาก แต่ถ้าหากเส้นโค้ง AB 

มีระยะห่างน้อย น่ันคือ จุด B อยู่ใกล้กันกับจุด A มากๆ ค่าความชันท่ีค�ำนวณได้จะมีค่าใกล้เคียง

กับความชันของจุด A บนเส้นกราฟ ดังนั้น ในการหาค่าความชันของฟังก์ชันที่ไม่เป็นเส้นตรงนั้นจะ

พจิารณาค่าความชนัทีค่�ำนวณจากจุดใดๆ บนฟังก์ชันแทนท่ีการหาค่าความชันของส่วนโค้งบนเส้นกราฟ

บทที่ 5 
อนุพนัธ์และการประยุกต์ใช้ในทฤษฎีเศรษฐศาสตร์ 

ในบทนีจ้ะอธิบายให้เห็นถึงเคร่ืองมือทางคณิตศาสตร์ท่ีสําคัญท่ีเรียกว่าอนุพันธ์ (derivative) และ
ความสําคญัของการนําอนุพนัธ์ไปประยุกต์ใช้เพ่ือวิเคราะห์ปัญหาของแบบจําลองทางเศรษฐศาสตร์ ในทาง
เศรษฐศาสตร์การตดัสนิใจของหน่วยเศรษฐกิจใดๆมกัจะอาศยัแนวคิดหน่วยสดุท้ายหรือสว่นเพ่ิม (marginality) 
นัน่คือ หน่วยเศรษฐกิจจะตดัสินใจเลือกกระทําใดๆโดยคํานึงถึงผลประโยชน์ท่ีจะได้รับเพ่ิมขึน้วา่สามารถให้ผล
ท่ีมากกว่าต้นทุนที่จะต้องเสียเพิ่มขึน้จากการกระทํานัน้หรือไม่ กระบวนการในการหาผลประโยชน์ท่ีจะได้รับ
เพิ่มขึน้และต้นทุนท่ีจะต้องเสียเพ่ิมขึน้นีจ้ะต้องอาศัยเคร่ืองมือทางคณิตศาสตร์ท่ีเรียกว่าการหาอนุพันธ์ 
โดยทัว่ไปแล้วการวิเคราะห์แบบจําลองทางเศรษฐศาสตร์ตา่งๆนัน้จะต้องอาศยัการหาอนพุนัธ์ในการแก้ปัญหา 
เนือ้หาในบทนีจ้ะเร่ิมต้นด้วยการทบทวนความหมายของอนพุนัธ์และสตูรการหาคา่อนพุนัธ์ที่สําคญัของฟังก์ชนั
หลังจากนัน้จะแสดงการนําอนุพันธ์ไปประยุกต์ใช้ในการวิเคราะห์แบบจําลองทางเศรษฐศาสตร์ต่างๆอัน
ประกอบไปด้วย อนุพนัธ์กับแนวคิดเร่ืองหน่วยสุดท้าย ความสมัพันธ์ระหว่างฟังก์ชันรวมและฟังก์ชันหน่วย
สดุท้ายตา่งๆ และอนพุนัธ์กบัการหาคา่ความยืดหยุน่ 

  
 
 5.1 นิยามของอนุพนัธ ์

พิจารณาฟังก์ชัน y f(x) ใดๆท่ีประกอบด้วยตัวแปรอิสระ (independent  variable) เพียงตัวเดียว
ภาพท่ี 5.1 แสดง y f(x) เป็นฟังก์ชนัที่ไม่เป็นเส้นตรง (non-linear function) และมีคณุสมบติัความต่อเน่ือง 
(continuous) ความชนัของฟังก์ชนัระหว่างจดุ A และ B สามารถคํานวณหาได้จากคา่สดัสว่นการเปลี่ยนแปลง
ของ y เทียบกบั x ระหวา่งจดุ A และ B ดงัความสมัพนัธ์ท่ีแสดงนี ้

  2 1 2 1

2 1 2 1

y y y f(x ) f(x ) BD
x x x x x AD

  
  

  



      (5-1) 

 
อย่างไรก็ตาม ค่าความชนัท่ีคํานวณได้จากสมการ (5-1) นัน้แสดงถึงการหาค่าความชนัของเส้นตรง 

AB มากกว่าการหาค่าความชนัของเส้นโค้ง AB ถ้าหากเส้นโค้ง AB มีระยะห่างกนัมากๆค่าความชนัที่คํานวณ
ได้จากสมการ (5-1) ก็จะมีค่าแตกต่างจากค่าจริงมาก แต่ถ้าหากเส้นโค้ง AB มีระยะห่างน้อย นัน่คือ จดุ B อยู่
ใกล้กนักบัจดุ A มากๆ ค่าความชนัท่ีคํานวณได้จะมีค่าใกล้เคียงกบัความชนัของจดุ A บนเส้นกราฟ ดงันัน้ ใน
การหาค่าความชันของฟังก์ชันท่ีไม่เป็นเส้นตรงนัน้จะพิจารณาค่าความชันท่ีคํานวณจากจุดใดๆบนฟังก์ชัน
แทนที่การหาคา่ความชนัของสว่นโค้งบนเส้นกราฟ  

บทท่ี 5 อนุพนัธ์และการประยุกต์ใช้ในทฤษฎเีศรษฐศาสตร์| 5-2 

 
ภาพที่ 5.1 ความชันของฟังก์ชนัที่ไม่เป็นเส้นตรง 

 
 
ภาพท่ี 5.2 แสดงการค่าความชันของจุดใดๆบนฟังก์ชันที่ไม่เป็นเส้นตรง ค่าความชันของจุดใดๆ

สามารถหาได้ด้วยการลากเส้นตรงมาสมัผสั (tanget) ยงัจดุท่ีต้องการหาคา่ความชนั หลงัจากนัน้ให้คํานวณหา

สดัส่วนการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกบั x y( )
x




 ณ จดุสมัผสั และกําหนดให้การเปลี่ยนแปลงของ x ( x)  มี

ขนาดเข้าใกล้ศนูย์ หรือ x 0  โดยวิธีการดงักลา่วนีใ้นทางคณิตศาสตร์จะเรียกวา่เป็นการหาคา่ลิมิต (limit) 

ของ y
x




 เม่ือ x  เข้าใกล้ศนูย์ ซึ่งสามารถแสดงได้ดงันี ้
x 0

ylim ( )
x 




จากภาพที่ 5.2  เส้น AT  และ BT แสดง

ถึงเส้นสมัผัสของจุด A และ B บนเส้นกราฟ ตามลําดับ ค่าความชันของจุด A และ B สามารถหาได้จากค่า

ความชนัของเส้นสมัผสั AT  และ BT ซึง่คํานวณหาได้จากค่า 
A

A
x 0 A

ylim ( )
x 




 และ 
B

B
x 0 B

ylim ( )
x 




 ตามลําดบั 

นัน่เอง   
 
 

x  

y 

0 

 

y = f(x)
y2 = f(x2)

y1 = f(x1)

x1 x2

Δx 

Δy

A 

B

D

(5-1)

ภาพที่ 5.1  ความชันของฟังก์ชันที่ไม่เป็นเส้นตรง

	 ภาพที่ 5.2 แสดงการค่าความชันของจุดใดๆ บนฟังก์ชันที่ไม่เป็นเส้นตรง ค่าความชันของ

จุดใดๆ สามารถหาได้ด้วยการลากเส้นตรงมาสมัผสั (tanget) ยงัจดุทีต้่องการหาค่าความชนั หลงัจาก

นั้นให้ค�ำนวณหาสัดส่วนการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x หรือ  ณ จุดสัมผัส และก�ำหนดให้การ

เปลีย่นแปลงของ x หรือ  มีขนาดเข้าใกล้ศนูย์ นัน่คอื  โดยวิธกีารดงักล่าวนีใ้นทางคณิตศาสตร์

จะเรียกว่าเป็นการหาค่าลิมิต (limit) ของ  เมื่อ  เข้าใกล้ศูนย์ ซึ่งสามารถแสดงได้ดังนี ้

 จากภาพที่ 5.2  เส้น T
A
 และ T

B  
แสดงถึงเส้นสัมผัสของจุด A และ B บนเส้นกราฟ ตาม

ล�ำดับ ค่าความชนัของจดุ A และ B สามารถหาได้จากค่าความชันของเส้นสมัผสั T
A
 และ T

B
 ซึง่ค�ำนวณ

หาได้จากค่า  และ  ตามล�ำดับ นั่นเอง	 	
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ภาพที่ 5.1 ยังแสดงให้เห็นถึงแนวคิดในการพัฒนาสูตรการค�ำนวณหาค่าความชันของจุด

ใดๆ บนฟังก์ชนัทีไ่ม่เป็นเส้นตรง พจิารณาการเปลีย่นแปลงของค่าฟังก์ชนัของจดุ 2 จดุใดๆ บนฟังก์ชนั 

ในทีน้ี่พจิารณาจุด A หรอื ณ x=x
1
 จะได้ y

1
=f(x

1
) และจดุ B หรอื ณ x=x

2
=x

1
+h จะได้ y

2
=f(x

2
)=f(x

1
+h) 

โดยที่ h=Δx คือ ค่าคงที่ใดๆ ที่มากกว่าศูนย ์ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y เทียบกับ   

x ในช่วง x
1
 ถึง x

1
+h สามารถแสดงได้ดังนี้
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ภาพที่ 5.2 ความชันของจุดบนเส้นโค้ง

ภาพท่ี 5.1 ยังแสดงให้เห็นถึงแนวคิดในการพัฒนาสูตรการคํานวณหาค่าความชันของจุดใดๆบน
ฟังก์ชนัท่ีไม่เป็นเส้นตรง พิจารณาการเปลี่ยนแปลงของค่าฟังก์ชนัของจดุ 2 จดุใดๆบนฟังก์ชนั ในท่ีนีพ้ิจารณา
จดุ A หรือ ณ 1x x จะได้ 1 1y f(x ) และจดุ B หรือ ณ 2 1x x x h   จะได้   2 2 1y f(x ) f(x h)
โดยท่ี h x คือ ค่าคงที่ใดๆที่มากกว่าศูนย์ ดังนัน้ อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y เทียบกับ x
ในชว่ง 1x ถงึ 1x h สามารถแสดงได้ดงันี ้

1 1 1 1

1 1

y f(x h) f(x ) f(x h) f(x )
x (x h) (x ) h

    
 

  
(5-2) 

ทัง้นี ้ อตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลีย่ของ y เทียบกบั x ในช่วง x ถงึ x h ใดๆ สามารถหาได้จาก
ความสมัพนัธ์ดงันี ้

y f(x h) f(x) f(x h) f(x)
x (x h) (x) h

    
 

  
(5-3) 

ถ้าหาก h มีคา่น้อยมากหรือมีคา่เกือบเทา่กบัศนูย์ นัน่คือ h 0 อตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลีย่
ของ y ณ จดุ x ใดๆ สามารถแสดงได้ดงันี ้

x  
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0 

y = f(x)
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ภาพที่ 5.2 ความชันของจุดบนเส้นโค้ง

ภาพท่ี 5.1 ยังแสดงให้เห็นถึงแนวคิดในการพัฒนาสูตรการคํานวณหาค่าความชันของจุดใดๆบน
ฟังก์ชนัท่ีไม่เป็นเส้นตรง พิจารณาการเปลี่ยนแปลงของค่าฟังก์ชนัของจดุ 2 จดุใดๆบนฟังก์ชนั ในท่ีนีพ้ิจารณา
จดุ A หรือ ณ 1x x จะได้ 1 1y f(x ) และจดุ B หรือ ณ 2 1x x x h   จะได้   2 2 1y f(x ) f(x h)
โดยท่ี h x คือ ค่าคงที่ใดๆที่มากกว่าศูนย์ ดังนัน้ อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y เทียบกับ x
ในชว่ง 1x  ถงึ 1x h  สามารถแสดงได้ดงันี ้

1 1 1 1

1 1

y f(x h) f(x ) f(x h) f(x )
x (x h) (x ) h

    
 

  
(5-2) 

ทัง้นี ้ อตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลีย่ของ y เทียบกบั x ในช่วง x ถงึ x h ใดๆ สามารถหาได้จาก
ความสมัพนัธ์ดงันี ้

y f(x h) f(x) f(x h) f(x)
x (x h) (x) h

    
 

  
(5-3) 

ถ้าหาก h มีคา่น้อยมากหรือมีคา่เกือบเทา่กบัศนูย์ นัน่คือ h 0 อตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลีย่
ของ y ณ จดุ x ใดๆ สามารถแสดงได้ดงันี ้
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ภาพที่ 5.2 ความชันของจุดบนเส้นโค้ง

ภาพท่ี 5.1 ยังแสดงให้เห็นถึงแนวคิดในการพัฒนาสูตรการคํานวณหาค่าความชันของจุดใดๆบน
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จดุ A หรือ ณ 1x x จะได้ 1 1y f(x ) และจดุ B หรือ ณ 2 1x x x h   จะได้   2 2 1y f(x ) f(x h)
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1 1 1 1

1 1

y f(x h) f(x ) f(x h) f(x )
x (x h) (x ) h

    
 

  
(5-2) 
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ความสมัพนัธ์ดงันี ้

y f(x h) f(x) f(x h) f(x)
x (x h) (x) h

    
 

  
(5-3) 

ถ้าหาก h มีคา่น้อยมากหรือมีคา่เกือบเทา่กบัศนูย์ นัน่คือ h 0 อตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลีย่
ของ y ณ จดุ x ใดๆ สามารถแสดงได้ดงันี ้

x  

y 

0

y = f(x)

ΔxB

ΔyB

A

B

ΔxA

ΔyA

TA

TB

บทท่ี 5 อนุพนัธ์และการประยุกต์ใช้ในทฤษฎเีศรษฐศาสตร์| 5-4

x 0 h 0

y f(x h) f(x)lim lim
x (x h) (x)  

  


  
   (5-4) 

อตัราการเปลีย่นแปลงของ y ท่ีจดุ x ใดๆบนเส้นฟังก์ชนันีส้ามารถเรียกอีกอยา่งได้วา่ อนพุนัธ์

(derivative) โดยทัว่ไปแล้วอนพุนัธ์ของ f(x) สามารถแสดงได้ด้วยสญัลกัษณ์ตา่งๆ ดงันี ้ f (x) หรือ dy
dx

หรือ

d f(x)
dx

หรือ y ดงันัน้ อนพุนัธ์ของ f(x) สามารถเขียนความสมัพนัธ์ได้ดงันี ้

x 0 h 0

dy y f(x h) f(x)f (x) lim lim
dx x (x h) (x)  

     
  

  (5-5) 

ในกรณีท่ีต้องการเจาะจงตําแหน่งของอนพุนัธ์ เชน่ อนพุนัธ์ของฟังก์ชนั ณ จดุ 1x x สามารถแสดง

ได้ด้วยสญัลกัษณ์ดงันี ้ 1f (x ) หรือ
1x x

dy
dx 

เป็นต้น

คา่อนพุนัธ์ของ f(x)นอกจากจะแสดงถงึอตัราการเปลีย่นแปลงของ y ท่ีจดุ x ใดๆ แล้ว คา่อนพุนัธ์ของ
ฟังก์ชนัยงัแสดงถงึคา่ความชนั (gradient) ของกราฟ y f(x) ณ จดุนัน้ๆอกีด้วย

ฟังก์ชนั y f(x) ใดๆจะสามารถหาอนพุนัธ์ได้ก็ตอ่เม่ือฟังก์ชนั y f(x) มีคณุสมบตัิความตอ่เน่ือง
(continuous) และไมม่ีจดุใดจดุหนึง่บนฟังก์ชนัไมเ่รียบหรือหกังอ ภาพท่ี 5.3 แสดงฟังก์ชนัท่ีไมส่ามารถหาคา่
อนพุนัธ์ได้ ภาพท่ี 5.3 (a) แสดงฟังก์ชนั y f(x) ไมม่ีความตอ่เน่ือง ณ จดุ 0x x ในขณะที่ภาพที่ 5.3 (b) 
แสดงฟังก์ชนั y f(x) มีความตอ่เน่ืองแตไ่มเ่รียบหรือหกังอ ณ จดุ 0x x

ภาพที่ 5.2  ความชันของจุดบนเส้นโค้ง

(5-2)

(5-3)

(5-4)

ทั้งนี ้อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y เทียบกับ x ในช่วง x ถึง x+h ใดๆ สามารถหา

ได้จากความสัมพันธ์ดังนี้

ถ้าหาก h มีค่าน้อยมากหรือมีค่าเกือบเท่ากับศูนย ์นั่นคือ h 0 อัตราการเปลี่ยนแปลงโดย

เฉลี่ยของ y ณ จุด x ใดๆ สามารถแสดงได้ดังนี้
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	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y ที่จุด x ใดๆ บนเส้นฟังก์ชันนี้สามารถเรียกอีกอย่างได้ว่า 

อนุพันธ ์(derivative) โดยทั่วไปแล้วอนุพันธ์ของ f(x) สามารถแสดงได้ด้วยสัญลักษณ์ต่างๆ ดังนี้  fʹ(x)    

หรือ      หรือ      f(x) หรือ yʹ ดังนั้น อนุพันธ์ของ f(x) สามารถเขียนความสัมพันธ์ได้ดังนี้
dy
dx

d
dx
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ในกรณีท่ีต้องการเจาะจงตําแหน่งของอนพุนัธ์ เชน่ อนพุนัธ์ของฟังก์ชนั ณ จดุ 1x x  สามารถแสดง

ได้ด้วยสญัลกัษณ์ดงันี ้ 1f (x )  หรือ 
1x x

dy
dx 

 เป็นต้น 

คา่อนพุนัธ์ของ f(x)นอกจากจะแสดงถงึอตัราการเปลีย่นแปลงของ y  ท่ีจดุ x ใดๆ แล้ว คา่อนพุนัธ์ของ
ฟังก์ชนัยงัแสดงถงึคา่ความชนั (gradient) ของกราฟ y f(x)  ณ จดุนัน้ๆอกีด้วย 
 

ฟังก์ชนั y f(x) ใดๆจะสามารถหาอนพุนัธ์ได้ก็ตอ่เม่ือฟังก์ชนั y f(x) มีคณุสมบตัิความตอ่เน่ือง 
(continuous) และไมม่ีจดุใดจดุหนึง่บนฟังก์ชนัไมเ่รียบหรือหกังอ ภาพท่ี 5.3 แสดงฟังก์ชนัท่ีไมส่ามารถหาคา่
อนพุนัธ์ได้ ภาพท่ี 5.3 (a) แสดงฟังก์ชนั y f(x)  ไมม่ีความตอ่เน่ือง ณ จดุ 0x x  ในขณะที่ภาพที่ 5.3 (b) 
แสดงฟังก์ชนั y f(x)  มีความตอ่เน่ืองแตไ่มเ่รียบหรือหกังอ ณ จดุ 0x x  
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(5-5)

	 ในกรณีทีต้่องการเจาะจงต�ำแหน่งของอนพุนัธ์ เช่น อนพุนัธ์ของฟังก์ชนั ณ จุด x=x
1
 สามารถ

แสดงได้ด้วยสัญลักษณ์ดังนี้ fʹ(x) หรือ            เป็นต้น

	 ค่าอนุพันธ์ของ f(x) นอกจากจะแสดงถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y ที่จุด x ใดๆ แล้ว

ค่าอนุพันธ์ของฟังก์ชันยังแสดงถึงค่าความชัน (gradient) ของกราฟ y=f(x) ณ จุดนั้นๆ อีกด้วย

	 ฟังก์ชัน y=f(x) ใดๆ จะสามารถหาอนุพันธ์ได้ก็ต่อเมื่อฟังก์ชัน y=f(x) มีคุณสมบัติความ

ต่อเนื่อง (continuous) และไม่มีจุดใดจุดหนึ่งบนฟังก์ชันไม่เรียบหรือหักงอ ภาพที่ 5.3 แสดงฟังก์ชัน

ที่ไม่สามารถหาค่าอนุพันธ์ได ้ ภาพที ่ 5.3 (a) แสดงฟังก์ชัน y=f(x) ไม่มีความต่อเนื่อง ณ จุด x=x
0
 

ในขณะที่ภาพที่ 5.3 (b) แสดงฟังก์ชัน y=f(x) มีความต่อเนื่องแต่ไม่เรียบหรือหักงอ ณ จุด x=x
0
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ภาพที่ 5.3 ฟังก์ชันที่ไม่สามารถหาค่าอนุพนัธ์ 

 
 
ตวัอย่าง 5.1 กําหนดให้ 2y x 2x 4   จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลี่ยของ y  เทียบกบั x  ในช่วง
x 1 ถงึ x = 2 และ อตัราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลีย่ของ yณ  x 1  

อตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลีย่ของ y  เทียบกบั x  ในช่วง x 1  ถงึ x = 2 หาได้ดงันี ้

   y f(2) f(1) 4 3 2
x 2 1 1

  
  

 
 

 
สาํหรับอตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉล่ียของ y  ณ  x 1  หาได้ดงันี ้

  

2

h 0 h 0
2

h 0 h 0

(1 h) 2(1 h) 4 3f(1 h) f(1)f (1) lim lim
(1 h) 1 h

hf (1) lim lim (h) 0
h

 

 

          
 

   

 

 คา่ f (1)  ยงัสะท้อนถงึความชนัของกราฟ y f(x)  ณ จดุ x 1  มีคา่เป็นศนูย์อีกด้วย 
 
 
ตวัอย่าง 5.2 จงหาอนพุนัธ์ ณ  x 5  ของฟังก์ชนัท่ีกําหนดให้ตอ่ไปนี ้
    y 10 x   เม่ือ x 5  

x0x0

y

0 x x  

y 

0 

y = f(x)

(a) (b) 

y = f(x)

 

ภาพที่ 5.3  ฟังก์ชันที่ไม่สามารถหาค่าอนุพันธ์

 ตัวอย่าง 5.1		 ก�ำหนดให้ y=x2-2x+4 จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลีย่ของ y เทยีบกบั x ในช่วง 

x=1 ถึง x=2 และอัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y ณ x=1   

	 อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y เทียบกับ x ในช่วง x=1 ถึง x=2 หาได้ดังนี้
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   y f(2) f(1) 4 3 2
x 2 1 1

  
  

 
 

 
สาํหรับอตัราการเปลีย่นแปลงโดยเฉล่ียของ y  ณ  x 1  หาได้ดงันี ้

  

2

h 0 h 0
2

h 0 h 0

(1 h) 2(1 h) 4 3f(1 h) f(1)f (1) lim lim
(1 h) 1 h

hf (1) lim lim (h) 0
h

 

 

          
 

   

 

 คา่ f (1)  ยงัสะท้อนถงึความชนัของกราฟ y f(x)  ณ จดุ x 1  มีคา่เป็นศนูย์อีกด้วย 
 
 
ตวัอย่าง 5.2 จงหาอนพุนัธ์ ณ  x 5  ของฟังก์ชนัท่ีกําหนดให้ตอ่ไปนี ้
    y 10 x   เม่ือ x 5  

x0x0

y

0 x x  

y 

0 

y = f(x)

(a) (b) 

y = f(x)
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