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คํานํา 
 หนังสือ ความน่าจะเป็นและสถิติ เสริมการคํานวณด้วยโปรแกรม Maxima มีเนื้อหาเหมาะสําหรับหลักสูตร
ปริญญาตรีที่ต้องเรยีนวิชาความน่าจะเป็นและสถิติ มีเนื้อหาเกี่ยวกับการนับจํานวนวิธี ความน่าจะเป็น ตัวแปรสุ่มไม่
ต่อเน่ือง ตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง ค่าคาดคะเน ความแปรปรวน ความแปรปรวนร่วม การแจกแจงทวินาม การแจก
แจงปัวส์ซอง การแจกแจงปกติ การแจกแจงปกติมาตรฐาน การแจกแจงไคสแควร์ การแจกแจงที การแจกแจงเอฟ 
การแจกแจงค่าสถิติจากตัวอย่าง ประมาณค่าและการหาช่วงความเชื่อม่ัน การทดสอบสมมติฐาน การสุ่มเพ่ือยอมรับ
คุณภาพของผลิตภัณฑ์ โค้งปฏิบัติการ (OC–curve) การถดถอยเชิงเส้นและสหสัมพันธ์ การวิเคราะห์ความแปรปรวน 
(ANOVA) พร้อมเสริมการคํานวณด้วยโปรแกรม Maxima 
 โปรแกรม Maxima Download ได้ที่  

 http://andrejv.github.io/wxmaxima/download.html 

 ตัวอย่างโปรแกรมวิเคราะห์ข้อมูลของหนังสือเล่มนี้ Download ได้ที่ 

 http://pioneer.netserv.chula.ac.th/~tdumrong/2301286data/ProbStatMaxima.rar 
หวังว่าหนังสือเล่มนี้จะเป็นประโยชน์ต่อผู้เรียนและผู้สอนวิชาความน่าจะเป็นและสถิติทุกท่าน 
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บทที่ 1 
ความน่าจะเป็น 

 
 
 

1.1 ปริภูมิตวัอย่าง (Sample Space) 
บทนิยาม 1.1.1 เซตที่มีสมาชิก (element) เป็นผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ท้ังหมดของการทดลองอย่างหนึ่ง เรยีกว่า ปรภิูมิ
ตัวอย่าง และเขียนแทนด้วยสัญลักษณ ์S 

บทนิยาม 1.1.2 สมาชิกตัวหน่ึงของปริภูมิตัวอย่าง เรียกว่า จดุตวัอย่าง (sample point)  

ตัวอย่าง 1.1.1 ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก เพ่ือดูแต้มที่ปรากฏ  
ผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ทั้งหมดคือ 1, 2, 3, 4, 5, 6 
เพราะฉะนั้นปริภูมิตัวอย่างคือ 1S  = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } 
แต่ถ้าสนใจว่าข้ึนแต้มคู่หรือคี่ ปริภูมิตัวอย่างคือ 2S  = { คู่, คี่ }                  

จากตัวอย่างข้างต้นจะเห็นวา่ในการทดลองเดียวกันนั้นอาจจะมีเซตปริภูมิตัวอย่างมากกว่าหน่ึงเซตได้ ทั้งนี้ข้ึนอยู่กับ
ความสนใจของผู้ทําการทดลอง เม่ือพิจารณาดูจะเห็นว่า 1S  ให้รายละเอียดมากกว่า 2S  
การหยิบไพ่หนึ่งใบออกจากสํารับ ปริภมิูตัวอย่างมีได้หลายแบบเช่น 

1S  = { (1, โพดํา), (2, โพดํา), (3, โพดํา), ... , (J, ดอกจิก), (Q, ดอกจิก), (K, ดอกจิก) } 
2S  = { 1, 2, 3, 4, ... , 10, J, K, Q } 
3S  = { โพดํา, โพแดง, ข้าวหลามตัด, ดอกจิก } 

กล่าวคือ ถ้าทราบสมาชิกตัวใดที่เกิดข้ึนใน 1S  จะบอกได้ว่าเป็นสมาชกิตัวใดใน 2S  และ 3S  แต่ถ้าทราบสมาชิกตัว 
ใด ๆ ใน 2S  เราไม่สามารถจะบอกได้ว่าสมาชิกตัวนั้นเป็นสมาชกิตัวใดใน 1S  โดยท่ัวไปเรามกัจะใช้ปริภูมตัิวอย่างซ่ึง
ให้รายละเอียดมากท่ีสุดเกี่ยวกับผลลัพธ์ที่ได้จากการทดลอง 

ตัวอย่าง 1.1.2 ในการปาเป้า 2 ครั้ง ถ้าให้ H แทนการปาถูกเป้า และให้ M แทนการปาผิดเป้า ปริภูมิตัวอย่างที่ให้
รายละเอียดมากท่ีสุดปริภูมิตัวอย่างคอื 1S  = { H H, H M, M H, M M } 
ถ้าเราสนใจจํานวนครั้งท่ีปาถูกเป้าจะได้ปริภูมิตัวอย่าง 2S  = { 0, 1, 2 }               
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ตัวอย่าง 1.1.3 ในการตรวจสินค้าท่ีผลิตโดยเครื่องจักรของโรงงานแห่งหนึ่ง ได้หยิบสินค้ามา 3 ชิ้น โดยวธิสุ่ีม 
(random) แล้วตรวจสอบสภาพทีละชิ้นว่าดีหรือชาํรุด ให้สินคา้ที่ตรวจแล้วมีสภาพดีแทนด้วย N และสินค้าที่ตรวจ
แล้วมีสภาพชํารุดแทนด้วย D ปริภูมิตัวอย่างที่ให้รายละเอียดมากท่ีสุดคือ 

1S  = { N N N, N N D, N D N, N D D, D N N, D N D, D D N, D D D } 
ถ้าสนใจจํานวนสินค้าที่ชํารุดจากสินค้าท่ีหยิบมา 3 ชิ้น ปริภูมิตัวอย่างคือ 2S  = { 0, 1, 2, 3 }          

เหตุการณ์ (Event) 

บทนิยาม 1.1.3 เหตุการณ์ (Event) คือสับเซตของปริภูมิตัวอยา่ง 
จากบทนิยามจะได้ S และ  เป็นเหตุการณ์ด้วย 

ตัวอย่าง 1.1.4 ในการตรวจสภาพสินค้าตามตัวอยา่ง 1.1.3 ปริภูมิตัวอย่างคอื 
S = { N N N, N N D, N D N, D N N, N D D, D N D, D D N, D D D } 
ให้ B เป็นเหตุการณ์ท่ีพบจํานวนของชาํรุดมากกวา่ 1 ช้ิน จะได้ B = { N D D, D N D, D D N, D D D } 
ซ่ึงจะเห็นว่า B เป็นสับเซตของ S                           

ตัวอย่าง 1.1.5 ในการตรวจสอบอายุการใช้งานของหลอดภาพโทรทัศน์  
ให้ t แทนอายุการใช้งานของหลอดภาพมีหน่วยเป็นปี  
ปริภูมิตัวอย่างคือ S = { t  t  0 } 
ให้ E เป็นเหตุการณ์ที่หลอดภาพชํารุดก่อนครบ 5 ปี  
เพราะฉะนั้น E = { t  0  t  5 }                          

บทนิยาม 1.1.4 เหตุการณ์ซ่ึงประกอบด้วยสมาชิกของปริภูมิตัวอย่างเพียง 1 ตัว เราเรียกว่า เหตกุารณ์เชิงเดียว 
(simple event) 

เหตุการณ์เชิงประกอบ (compound event) คือเซตท่ีสามารถเขียนได้เป็นยูเนียน (union) ของเหตุการณ์เชิงเดียว 

ตัวอย่าง 1.1.6 ในการหยบิไพ่ 1 ใบ จากไพ่สํารับหน่ึงซ่ึงมี 52 ใบ  
ถ้าสนใจชุดของไพ่ แล้วปริภูมิตัวอย่างคือ S = { โพดํา, โพแดง, ข้าวหลามตัด, ดอกจิก } 
ให้   A เป็นเหตุการณ์ท่ีหยิบไพ่ได้โพแดง 
และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีหยิบไพ่ได้โพแดงหรือโพดํา 
เพราะฉะนั้น A = { โพแดง } 
B = { โพแดง }  { โพดํา } = { โพแดง, โพดํา }                      
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จากตัวอย่างข้างต้น A เป็นเหตุการณ์เชิงเดียว และ B เป็นเหตุการณ์เชิงประกอบ เพราะฉะน้ันจะเห็นว่าเหตุการณเ์ชิง
ประกอบก็เป็นสับเซตของปริภูมิตัวอย่างด้วย 
ข้อสังเกต จากตัวอย่าง 1.1.6 กรณีปรภิูมิตัวอย่างมีสมาชิก 52 ตัว 
จะได้ปริภูมิตัวอย่าง S = { (1, โพดํา), (2, โพดํา), (3, โพดํา), (1, โพดํา), ... , (Q, ดอกจิก), (K, ดอกจิก) } 
เหตุการณ์ A = { (1, โพแดง), (2, โพแดง), ... , (J, โพแดง), (Q, โพแดง), (K, โพแดง) } เป็นเหตุการณ์เชงิประกอบ 
เพราะฉะนั้นจึงใช้คําจํากดัความของเซตเพ่ือหาเหตุการณ์ในลักษณะต่าง ๆ ดังนี้ 

1. ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์สองเหตุการณ์ ยูเนียนของเหตุการณ์ A และ B ซ่ึงเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  
A  B คือเหตุการณ์ทีป่ระกอบด้วยสมาชิกของเหตุการณ์ A หรือสมาชิกของเหตุการณ์ B หรือสมาชิกของท้ังสอง
เหตุการณ์ เชน่ ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 2 ครั้ง 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่จะได้แต้มเหมอืนกันทั้งสองครั้ง 
B เป็นเหตุการณ์ที่จะได้ผลรวมของแต้มมากกว่า 10  
จะได้ A = { (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6) } 
       B = { (5, 6), (6, 5), (6, 6) } 
       A  B = { (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (5, 6), (6, 5) } 
เพราะฉะนั้น A  B เป็นเหตุการณท์ี่จะได้แต้มเหมือนกันทั้งสองครั้ง หรือได้ผลรวมของแต้มมากกว่า 10  
2. ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์สองเหตุการณ์ อินเตอร์เซคชัน (intersection) ของเหตุการณ์ A และ B ซ่ึงเขียนแทน
ด้วยสัญลักษณ์ A  B คือเหตุการณท์ี่ประกอบด้วยสมาชิกของทั้งเหตุการณ์ A และเหตุการณ์ B เช่น ในการสอบ
คัดเลือกเข้าเรียนโรงเรียนนายร้อยตํารวจ 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่ผู้สมัครต้องเป็นชาย 
B เป็นเหตุการณ์ที่ผู้สมัครต้องมีสัญชาติไทย  
เพราะฉะนั้นเหตุการณ์ท่ีผู้สมัครต้องเป็นชายและมีสัญชาติไทย คอื A  B 
หรือจากตัวอย่างของการทอดลูกเต๋าในข้อ 1. ข้างต้น A  B = { (6, 6) } 
เพราะฉะนั้น A  B เป็นเหตุการณท์ี่ได้แต้มเหมือนกันและผลรวมของแต้มมากกว่า 10 
3. ถ้า A เป็นเหตุการณท์ี่อยู่ในปริภมิูตัวอย่าง S แล้ว ส่วนเติมเต็ม (complement) ของเหตุการณ์ A เขียนแทนด้วย
สัญลักษณ์ A คือเหตุการณ์ท่ีประกอบด้วยสมาชิกทีอ่ยู่ในปริภูมิตัวอย่าง S แต่ไม่อยู่ในเหตุการณ์ A  
เช่น ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 1 ครั้ง ปริภมูิตัวอย่างคือ S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } 
ถ้า A เป็นเหตุการณ์ที่จะได้แต้มอย่างน้อย 5 แล้ว A = { 5, 6 } 
เพราะฉะนั้นส่วนเติมเต็มของเหตุการณ์ A คือเหตุการณ์ที่จะได้แต้มน้อยกว่า 5 เพราะฉะนั้น A = { 1, 2, 3, 4 } 
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ข้อสังเกต A  A = S และ A  A =  

4. ให้ 1A , 2A , ... , nA  เป็นเหตุการณ์ n เหตุการณ ์ 
n

i = 1
 iA  คือเหตุการณ์ที่ประกอบด้วยสมาชิกของเหตุการณ์อย่างน้อยท่ีสุดหนึ่งเหตุการณ์ในบรรดาเหตุการณ ์ iA ,  

i = 1, 2, ... , n  
เช่น หยิบลูกบอล 3 ลูก จากกล่องซ่ึงมีลูกบอลสีขาว 4 ลูก สีแดง 3 ลูก 
ถ้า 1A , 2A  และ 3A  เป็นเหตุการณ์ท่ีจะได้ลูกบอลสีขาว 1 ลูก, 2 ลูก และ 3 ลูก ตามลําดับ 
แล้วเหตุการณ์ที่จะหยิบลูกบอล 3 ลูก ได้สีขาวอย่างน้อย 1 ลูก คือ 1A   2A   3A  

5. ให้ 1A , 2A , ... , nA  เป็นเหตุการณ์ n เหตุการณ ์ 
n

i = 1
 iA  คือเหตุการณ์ที่ประกอบด้วยสมาชิกของทุกเหตุการณ์ในบรรดาเหตุการณ ์ iA , i = 1, 2, ... , n 

เช่น ในการสอบคัดเลือกเข้าเรียนโรงเรยีนนายร้อยตํารวจ 
ให้ 1A  เป็นเหตุการณ์ที่ผู้สมัครต้องเป็นชาย  
    2A  เป็นเหตุการณ์ที่ผู้สมัครต้องมีสัญชาติไทย 
    3A  เป็นเหตุการณ์ที่ผู้สมัครต้องมีอายไุม่เกิน 18 ปี 
    4A  เป็นเหตุการณ์ที่ผู้สมัครต้องจบการศึกษา ม. 4 
เหตุการณ์ที่ผู้สมัครต้องเป็นชายสัญชาติไทยมีอายุไม่เกิน 18 ปี และจบการศกึษา ม. 4  
คือ 1A   2A   3A   4A   

บทนิยาม 1.1.5 ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์ 2 เหตุการณ์ เรากล่าววา่ เหตุการณ์ A และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกิด
ร่วมกัน (mutually exclusive) ถ้า A  B =  

เราอาจกล่าวว่า เหตุการณ์ A และ B เป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดร่วมกัน ถ้าเหตุการณ์ทั้งสองไม่สามารถเกิดข้ึนในเวลา
เดียวกัน 
ตัวอย่าง 1.1.7 ทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 1 ครั้ง 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่ลูกเต๋าข้ึนแต้มคู่ และ B เป็นเหตุการณ์ที่ลูกเต๋าข้ึนแต้มคี่  
เพราะฉะนั้น A = { 2, 4, 6 } และ B = { 1, 3, 5 } เพราะฉะน้ัน A  B =  
เพราะฉะนั้น A และ B เป็นเหตุการณท์ี่ไม่เกิดร่วมกัน 
ถ้าพิจารณาจากเหตุการณท้ั์งสอง แล้วจะเห็นว่าในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 1 ครั้ง แต้มที่ข้ึนจะเป็นแต้มคู่และ
แต้มคี่ในเวลาเดียวกันไม่ได้ เพราะฉะนั้นเราจึงสามารถสรุปได้ว่าเหตุการณท์ั้งสองเป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดร่วมกัน โดย
ไม่จําเป็นต้องหาอินเตอร์เซคชันของเหตุการณ ์
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บทนิยาม 1.1.6 ในการทดลองที่ทําซํ้ากัน n ครั้ง ความถ่ีสัมพัทธ์ (relative frequency) ของเหตุการณ์ A  
คือ Af  = n(A)

n
 เมื่อ n(A) คือจํานวนครั้งท่ีเกิดเหตุการณ์ A  

คุณสมบัติที่สําคัญของความถ่ีสัมพัทธ์ มีดังนี้ 
1. 0  Af   1 
2. ถ้าเหตุการณ์ A เกิดข้ึนทุก ๆ ครั้งที่ทําการทดลองซํ้ากัน n ครั้ง แล้ว Af  = 1 
3. ถ้าเหตุการณ์ A ไม่เกิดข้ึนเลย ในการทดลองซ้ํากัน n ครั้ง แล้ว Af  = 0 
4. ถ้าเหตุการณ์ A และ B เป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดร่วมกัน  
   และ 

  A Bf   เป็นความถ่ีสัมพัทธ์ของเหตุการณ์ A  B  
   แล้ว 

  A Bf   = Af  + Bf  
5. ถ้าทําการทดลองซํ้ากัน n ครั้ง แล้วค่าของ Af  ซ่ึงเป็นฟังก์ชันของ n จะลู่เข้า (converge) สู่ค่าของความน่าจะเป็น 
   ของเหตุการณ์ A เมื่อ n มีค่ามาก 
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1.2 การนับจํานวนจุดตวัอย่าง 
การหาจํานวนสมาชิกของปรภิูมิตัวอย่าง สามารถทําได้โดยการแจงนับจากสมาชิกของปริภูมิตัวอย่าง แต่อาจไม่
สะดวกในการทํางาน ในหัวข้อน้ีเราจะหาจํานวนจุดตัวอย่าง หรือหาจํานวนวิธีที่จะเกดิข้ึนได้ทั้งหมดในปริภูมิตัวอย่าง
โดยไมต้่องแจงสมาชิกทุกตัวของปริภูมิตัวอย่าง 

ตัวอย่าง 1.2.1 ชายคนหน่ึงต้องการเดินทางไปทัศนาจรในระหว่างวันหยุดประจําปี เขาต้องการเดินทางไปยังจังหวัด
ใดจังหวัดหนึ่งใน 4 จังหวดั คือ สงขลา เชียงใหม่ อุดรธานี อุบลราชธานี โดยรถยนต์ หรอืรถไฟ หรือเครื่องบิน จงหา
วิธีต่าง ๆ กันที่เขาจะเลือกเดินทางไปทัศนาจรครั้งนี ้
วิธีทํา เพ่ือความสะดวกอาจใช้แผนภาพต้นไม้ (tree diagram) ช่วยในการคดิได้ดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.1 
เม่ือดูจากแผนภาพต้นไม้จะมีวิธีเลือกเดินทางต่าง ๆ กัน 12 วิธ ี
เราอาจจะคดิหาคําตอบส้ัน ๆ ได้ดังนี้ มีวิธีเลือกจังหวัดที่จะไปได้ 4 วิธ ี
ในแต่ละวิธีทีเ่ลือกจังหวัดจะมีวิธีเลือกการเดินทางได้ 3 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีทั้งหมดท่ีจะเลือกเดินทางไปทัศนาจร = 4  3 = 12 วิธ ี             

โดยท่ัวไปเราสรุปเป็นทฤษฎไีด้ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 1.2.1 การทํางานชิ้นหนึ่งมีข้ันตอนการทํางาน 2 ข้ันตอน 
ข้ันตอนท่ี 1 มีทางเลือกในการทํางานได้ 1n  วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 มีทางเลือกในการทํางานได้ 2n  วิธ ี
จะได้จํานวนวิธีทํางานช้ินนั้นเท่ากับ 1n 2n  วิธี                        
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ตัวอย่าง 1.2.2 ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน จงหาจํานวนจุดตัวอย่างในปริภมูิตัวอย่าง 
วิธีทํา ในการทอดลูกเต๋า ลูกเต๋าแต่ละลูกอาจได้แต้มต่างกันคือ 1, 2, 3, 4, 5, 6  
เพราะฉะนั้นลูกเต๋าลูกที่หนึ่งมีวิธีข้ึนได้ 6 วิธี ในแต่ละวิธีที่ลูกเต๋าลูกที่หนึ่งข้ึน ลูกเต๋าลูกที่ 2 ข้ึนได้ 6 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีทั้งหมดท่ีลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูก จะข้ึนได้ = 6  6 = 36 วิธี  
เพราะฉะนั้นจํานวนจุดตัวอย่างในปริภมูิตัวอย่าง = 36 จุด                   
ถ้าขยายทฤษฎีบท 1.2.1 ใช้กับการทํางานช้ินหนึ่งที่มีข้ันตอนมากกว่า 2 ข้ันตอนข้ึนไป จะได้ทฤษฎีทั่วไปสําหรับ
คํานวณหาจํานวนวธิีทั้งหมดท่ีจะทํางาน k ข้ันตอนได้ดังนี้ 
ทฤษฎีบท 1.2.2 การทํางานชิ้นหนึ่งมีข้ันตอนการทํางาน k ข้ันตอน 
ข้ันตอนท่ี 1 มีทางเลือกในการทํางานได้ 1n  วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 มีทางเลือกในการทํางานได้ 2n  วิธ ี
: 
ข้ันตอนท่ี k มีทางเลือกในการทํางานได้ kn  วิธ ี
จะได้จํานวนวิธีทํางานช้ินนั้นเท่ากับ 1n 2n  ... kn  วิธี                      
ตัวอย่าง 1.2.3 เมื่อโยนเหรียญ 3 อัน พร้อมกัน 1 ครั้ง จงหาจํานวนวธิีที่เหรยีญจะข้ึน 
วิธีทํา ในการโยนเหรยีญอันแรกมีวิธีข้ึนได้ 2 วิธ ีคอืหัวหรือก้อย เพราะฉะนัน้เหรยีญอันแรกมีวธิีข้ึนได้ 2 วิธ ี
ในแต่ละวิธีทีเ่หรียญอันแรกข้ึน เหรียญอันที่สองจะข้ึนได้ 2 วิธ ี
ในแต่ละวิธีทีเ่หรียญอันแรกและเหรียญอันท่ีสองข้ึน เหรียญอันทีส่ามจะข้ึนได้ 2 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่เหรียญ 3 อัน จะข้ึนได้ = 2  2  2 = 8 วิธ ี              

หมายเหตุ โดยท่ัวไป สรุปได้ดังนี้ 
1. โยนเหรียญเท่ียงตรง n อัน พร้อมกัน 1 ครั้ง (หรือโยนเหรยีญ 1 อัน n ครั้ง)  
จํานวนวธิีที่เหรียญจะข้ึน = n2   
2. ทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง n ลูก พร้อมกนั 1 ครั้ง (หรอืทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก n ครั้ง)  
จํานวนวธิีที่ลูกเต๋าจะข้ึน = n6   
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ตัวอย่าง 1.2.4 ภัตตาคารแห่งหน่ึงจัดอาหารไว้บริการลูกค้า โดยจัดเครื่องด่ืม 6 ชนิด อาหารคาว 14 ชนิด และของ
หวาน 7 ชนิด จงหาจํานวนวธิีที่ลูกค้าจะส่ังอาหารและเครื่องด่ืมซ่ึงประกอบด้วยเครื่องด่ืม 1 ชนิด อาหารคาว 1 ชนิด 
และของหวาน 1 ชนิด 
วิธีทํา มีวิธีเลือกเครื่องด่ืมได้ 6 วิธ ี
ในแต่ละวิธีเลือกเครื่องด่ืม จะเลือกอาหารคาวได้ 14 วิธ ี
ในแต่ละวิธทีีเ่ลือกเครื่องด่ืมและอาหารคาว จะเลือกของหวานได้ 7 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่จะเลือกส่ังเครื่องด่ืม อาหารคาว และของหวาน = 6  14  7 = 588 วิธ ี     

ตัวอย่าง 1.2.5  
ก. มีจํานวนซ่ึงประกอบด้วยเลข 3 หลักต่าง ๆ กนักี่จํานวน ซ่ึงจัดจากตัวเลข 0, 1, 2, 3, 4, 5 โดยให้เลขแต่ละตัว
ใช้ได้ครั้งเดียวเท่านั้น 
ข. มีจํานวนกีจํ่านวนตามท่ีกล่าวในข้อ ก. ที่เป็นจํานวนคี ่
วิธีทํา  
ก.  
ขั้นท่ี 1 ตัวเลขหลักร้อยเลือกได้ 5 วิธ ีคือตัวหน่ึงตัวใดในเซต { 1, 2, 3, 4, 5 } 
ขั้นท่ี 2 ในแต่ละวิธีท่ีจัดเลขหลักร้อย  
เลขหลักสิบจัดได้ 5 วิธีจาก { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } – { เลขที่ถูกใช้แล้วในข้ันที่ 1 } 
ขั้นท่ี 3 ในแต่ละวิธีท่ีจัดเลขหลักร้อย และ เลขหลักสิบ แล้วเลือกเลขหลักหน่วยได้ 4 วิธ ี
จาก { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } – { เลขที่ถูกใช้แล้วในข้ันที่ 1, เลขท่ีถูกใช้แล้วในข้ันที่ 2 } 
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่จะได้เลข 3 หลักต่างกัน = 5  5  4 = 100 จํานวน 

ข.  
ขั้นท่ี 1 ตัวเลขหลักหน่วยเลือกได้ 3 วิธีจาก { 1, 3, 5 } 
ขั้นท่ี 2 ตัวเลขหลักร้อยเลือกได้ 4 วิธจีาก { 1, 2, 3, 4, 5 } – { เลขคี่ที่ถูกใช้แล้วในข้ันที่ 1 } 
ขั้นท่ี 3 ตัวเลขหลักสิบเลือกได้ 4 วิธ ี
จาก { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } – { เลขคี่ท่ีถูกใช้แล้วในข้ันที่ 1, เลขที่ถูกใช้แล้วในขั้นที่ 2 } 

เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่จะได้เลขคี่ = 3  4  4 = 48 จํานวน                 
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วิธีเรียงสับเปลี่ยน (Permutation) 
บทนิยาม 1.2.1 วิธีเรยีงสับเปล่ียนคือการเรยีงลําดับของบางส่ิงหรือทุกส่ิงในเซตโดยคํานึงถึงลําดับที่  
ตัวอย่างเช่น มีอักษร 3 ตัว a, b, c เรยีงสับเปล่ียนคราวละ 3 ตัว จะได้ 6 วิธต่ีางกัน คือ (a, b, c), (a, c, b),  
(b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a) ซ่ึงการหาคําตอบอาจทําได้ 2 วิธี คือ 
วิธีท่ี 1 ใช้แผนภาพต้นไม้ 
 
 
 
 
 
 
 

             รูปท่ี 1.2 
วิธีท่ี 2 ใช้ทฤษฎีบท 1.2.2 ตําแหนง่ที่ 1 จัดได้ 3 วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1 ตําแหนง่ที่ 2 จัดได้ 2 วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1 และ 2 ตําแหนง่ที่ 3 จัดได้ 1 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนท้ังหมด คือ 3  2  1 = 6 วิธ ี               

กรณีทั่วไป มีของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมด เรียงสับเปล่ียนคราวละ n ส่ิง แล้วจํานวนวธิท่ีีจะจัดได้ท้ังหมด 
คือ n(n – 1)(n – 2) ... (3)(2)(1) และแทนด้วยสัญลักษณ์ n! ซ่ึงอ่านว่า n แฟคทอเรียล (n–factorial)  
บทนิยาม 1.2.2 n แฟคทอเรียล หมายถึงผลคูณของเลขจํานวนเต็มบวก ต้ังแต่ 1 ถึง n  
เพราะฉะนั้น n! = n(n – 1)(n – 2) ... (3)(2)(1) 
การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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ทฤษฎีบท 1.2.3 จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมด โดยนํามาเรยีงสับเปล่ียนทีละ n ส่ิง มีค่า
เท่ากับ n! วิธ ี
ข้อพิสูจน์ ตําแหนง่ที่ 1 จัดได้ n วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1 ตําแหนง่ที่ 2 จัดได้ (n – 1) วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1, 2 ตําแหนง่ที่ 3 จัดได้ (n – 2) วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1, 2, 3 ตําแหนง่ที่ 4 จัดได้ (n – 3) วิธ ี
 : 
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1, 2, ... , (n – 1) ตําแหนง่ที่ n จัดได้ 1 วธิ ี
เพราะฉะนั้นวิธีเรียงสับเปล่ียนของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมด  
จัดทีละ n ส่ิง = n(n – 1)(n – 2) ... (3)(2)(1) = n! วิธี                         

ในกรณีที่ต้องการเรยีงสับเปล่ียนของเพียงบางส่วนจากของท้ังหมด เช่น มีอักษร 4 ตัว คือ a, b, c, d นํามาเรยีง
สับเปล่ียนคราวละ 2 ตัว จะได้ 12 วิธี คือ 

ab   ac   ad 
ba   bc   bd 
ca   cb   cd 
da   db   dc 

ซ่ึงการหาคําตอบอาจทําได้ 2 วิธี ดังนี้ 
วิธีท่ี 1 โดยใช้แผนภาพต้นไม้ 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.3 
วิธีท่ี 2 โดยใช้ทฤษฎีบท 1.2.1 ตําแหนง่ที่ 1 จัดได้ 4 วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1 ตําแหนง่ที่ 2 จัดได้ 3 วิธ ี
เพราะฉะนั้นวิธีเรียงสับเปล่ียนอักษร 4 ตัวต่าง ๆ กนั จัดคราวละ 2 ตัว = 4  3 = 12 วธิี           
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ทฤษฎีบท 1.2.4 จํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมด โดยเรยีงสับเปล่ียนทีละ r ส่ิง เมื่อ r  n 
เท่ากับ n!

(n r)!
 วิธ ี

ข้อพิสูจน์ ตําแหนง่ที่ 1 จัดได้ n วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ท่ี 1 ตําแหนง่ที่ 2 จัดได้ (n – 1) วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ท่ี 1, 2 ตําแหนง่ที่ 3 จัดได้ (n – 2) วิธ ี
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1, 2, 3 ตําแหนง่ที่ 4 จัดได้ (n – 3) วิธ ี
 : 
ในแต่ละวิธีของการจัดตําแหนง่ที่ 1, 2, ... , (r – 1) ตําแหนง่ที่ r จัดได้ (n – (r – 1)) วิธ ี
เพราะฉะนั้น จํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมด นํามาเรียงสับเปล่ียนทีละ r ส่ิง 
= n(n – 1)(n – 2) ... (n – (r – 1)) 
= n(n – 1)(n – 2) ... (n – r + 1) 
= n(n 1)(n 2) ... (n r 1)(n r)(n r 1)(n r 2) ... (3)(2)(1)

(n r)(n r 1)(n r 2) ... (3)(2)(1)
        

    
 = n!

(n r)!
                  

ข้อตกลง ใช้สัญลักษณ์ n
rP  หรือ nPr หรือ r(n)  หรือ P(n, r) หรือ n, rP  แทนจํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนของ n ส่ิงซ่ึง

แตกต่างกันทั้งหมด เรียงสับเปล่ียนทีละ r ส่ิง 
n

rP  = n(n – 1)(n – 2) ... (n – r + 1) = n!
(n r)!

 และ n
nP  = n(n – 1)(n – 2) ... (3)(2)(1) = n!  

จาก n
rP  = n!

(n r)!
 เพราะฉะนั้น n

nP  = n!
(n n)!

 = n!
0!

 
แต่ n

nP  = n! เพราะฉะนั้น n! = n!
0!

 ซ่ึงจะเป็นได้ ก็ต่อเมื่อ 0! = 1 

บทนิยาม 1.2.3 กําหนดค่า 0! = 1 

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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ตัวอย่าง 1.2.6 จงหาจํานวนวธิีที่จะจับสลากรางวลัที่ 1 และรางวลัที่ 2 จากสลาก 20 ใบ  
วิธีทํา แบบท่ี 1 จํานวนวิธีจับสลาก 2 ใบ จาก 20 ใบ เพ่ือให้ได้รางวัลท่ี 1 และรางวลัที่ 2 คือ 
ข้ันตอนท่ี 1 มีทางเลือกเพ่ือให้ได้รางวลัที่ 1 ทําได้ 20 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 มีทางเลือกเพ่ือให้ได้รางวลัที่ 2 ทําได้ 19 วิธ ี
จะได้จํานวนวิธีจับสลากเท่ากับ (20)(19) = 380 วธิี  

แบบท่ี 2 จํานวนวธิีจับสลาก 2 ใบ จาก 20 ใบ เพ่ือให้ได้รางวัลที่ 1 และรางวลัที่ 2 โดยใช้สูตร 20
2P  

จํานวนวธิีจับสลาก = 20
2P  = 20!

(20 2)!
 = 20!

18!
 = (18!)(19)(20)

18!
 = (19)(20) = 380 วิธ ี             

ตัวอย่าง 1.2.7 ในการสัมมนาครูสอนคณิตศาสตร์ซ่ึงจัดโดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยจัดให้มี 5 วัน คอืวัน
จันทร์ถึงวันศุกร์สัปดาห์แรกของเดือนเมษายน สมาคมเชิญผู้ทรงคุณวุฒิ 3 คน มาบรรยายโดยให้บรรยายคนละวัน  
ถ้าผู้ทรงคุณวุฒิทั้งสามคนวา่งทั้ง 5 วันนั้น จงหาจํานวนวธิีท่ีจะจัดวันสําหรับผู้ทรงคุณวุฒิทัง้สามคน 
วิธีทํา แบบท่ี 1 
ขั้นท่ี 1 ผู้ทรงคุณวุฒิคนท่ี 1 เลือกวันได้ 5 วัน (จันทร์ถึงศุกร์ของสัปดาห์) 
ขั้นท่ี 2 ผู้ทรงคุณวุฒิคนท่ี 2 เลือกวันได้ 4 วัน  
ขั้นท่ี 3 ผู้ทรงคุณวุฒิคนท่ี 3 เลือกวันได้ 3 วัน  
จํานวนวธิีที่จะจัดวันให้ผู้ทรงคุณวุฒิท้ังสามคน = 5  4  3 = 60 วิธ ี 
แบบท่ี 2 พิจารณาการนับเป็นการเรยีงสับเปล่ียนของ 3 ส่ิง (ผู้ทรงคุณวุฒิ) จาก 5 ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมด 
จํานวนวธิีที่จะจัดวันให้ผู้ทรงคุณวุฒิทั้งสามคน = 5

3P  = 5!
(5 3)!

 = 5!
2!

 = 5  4  3 = 60 วิธ ี       

ตัวอย่าง 1.2.8 ก. จงหาจํานวนวธิีที่จะจัดให้นักเรียน 5 คน เข้าแถวเพ่ือข้ึนรถโรงเรียน 
ข. จากข้อ ก. ถ้ามีนักเรียนสองคนไม่ยอมยืนชิดกัน จงหาว่าจะจดัได้กี่วิธี 
วิธีทํา  
ก. จํานวนวิธทีี่นักเรียน 5 คน จะเข้าแถว = 5! = 120 วิธ ี

ข. ถ้าจัดให้นักเรียน 2 คนน้ันยืนชิดกัน มีวิธีเข้าแถวได้ 2  4! วธิ ี
เพราะว่าวิธีท่ีนักเรียนท้ัง 5 คน จะเข้าแถว = 5! วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่นกัเรียน 5 คน จะเข้าแถวโดยท่ีนักเรียน 2 คนน้ันไม่ยอมยืนชิดกนั  
= 5! – 2(4!)  
= 4!(5 – 2)  
= 72 วิธ ี                                  
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วิธีเรียงสับเปล่ียนท่ีกล่าวมาแล้ว เป็นการเรยีงสับเปล่ียนในแนวตรง ถ้าต้องการเรยีงสับเปล่ียนเป็นวงกลม จํานวนวิธี
เรียงสับเปล่ียนจะต่างจากการจัดเป็นแนวตรง เช่นจัดให้ 4 คนน่ังเรียงแถวจะจัดได้ทั้งหมด 4! = 24 วิธ ีแต่ถ้าจัดเป็น
วงกลมเช่นน่ังรอบโต๊ะกลมซ่ึงมี 4 ที่นั่ง จํานวนวธิีเรียงสับเปล่ียนจะลดลงท้ังนี้เพราะการจัดเป็นวงกลมนั้น ถ้าให้แต่ละ
คนเล่ือนตําแหนง่ที่น่ังไป 1 ท่ี ก็ยงัคงถือว่าเป็นวิธีเดิมอยู่ ไม่ใชว่ิธีใหม่ ดังรปูที่ 1.4 และรูปที่ 1.5 ซ่ึงในเรื่องของการ
เรียงสับเปล่ียนเป็นวงกลมถือว่าไม่แตกต่างกัน 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.4     รูปท่ี 1.5 

การที่จะถือวา่เป็นวิธีแตกต่างกัน จะต้องเป็นดังรูปที่ 1.6 และรูปที่ 1.7 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.6     รูปท่ี 1.7 

กล่าวคือจากรูปที่ 1.7 ถ้าดูในทิศทางตามเข็มนาฬิกา ข ไม่ได้อยู่ถัดจาก ก หรือถ้าดูในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ง ไม่ได้
อยู่ถัดจาก ก เหมือนที่เป็นไปในรปูที่ 1.6  

ในการคิดวิธีเรียงสับเปล่ียนแบบวงกลม มีหลักอยูว่่าจะต้องให้ส่ิงหนึ่งส่ิงใดอยู่กับที่ แล้วเรยีงสับเปล่ียนส่ิงของที่เหลือ 
เช่น ให้ ก นัง่อยู่ในตําแหนง่ใดตําแหนง่หนึ่ง แล้วจัดเรียงสับเปล่ียนคนที่เหลือคือ ข, ค และ ง จะได้วิธีต่างกัน 3! หรือ 
6 วิธ ี
เพราะฉะนั้นในการเรียงสับเปล่ียนส่ิงของ n ส่ิงเป็นวงกลม เม่ือให้ของส่ิงหนึ่งอยู่กับที่ ณ ตําแหนง่ใดตําแหนง่หนึ่งแล้ว
ของที่เหลือ n – 1 ส่ิง จะจัดเรียงสับเปล่ียนได้ (n – 1)! วิธ ี
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ทฤษฎีบท 1.2.5  
จํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนแบบวงกลมของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมด มีค่าเท่ากับ (n – 1)! วิธ ี

ตัวอย่าง 1.2.9  
ก. จงหาจํานวนวธิีที่จะจัดหญิง 4 คน และชาย 4 คน ให้นั่งรอบโต๊ะกลม 
ข. จากข้อ ก. มีกี่วิธีที่ชายและหญิงจะน่ังสลับที่กัน 
วิธีทํา  
ก. จํานวนวิธเีรียงสับเปล่ียนคน 8 คน ให้นั่งรอบโต๊ะกลม = (8 – 1)! = 7! = 5040 วิธ ี
ข. การหาจํานวนวธิีที่ชายและหญิงจะน่ังสลับที่กัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ขั้นท่ี 1 ให้ชาย 4 คนเข้าไปน่ังในแนววงกลม (ที่นั่งสีแดง) จัดได้ (4 – 1)! = 3! วิธ ี
ขั้นท่ี 2 ให้หญิง 4 คนเข้าไปน่ัง (ที่นั่งสีเขียว) จัดได้ 4! วิธี  
หมายเหตุ เพราะว่ามีชาย 4 คนน่ังอยู่ในวงกลมแล้ว เมื่อหญิง 4 คนเข้าไปนั่งจึงมีวิธีท่ีแตกต่างกัน 4! วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนชาย 4 คน และหญิง 4 คน นั่งสลับที่เป็นวงกลม = 3!  4! = 144 วิธ ี 
                                     
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วิธีเรียงสับเปลี่ยนของ n สิ่งซ่ึงไม่ต่างกันท้ังหมด 
เม่ือพิจารณาการจัดอักษรเรียงสับเปล่ียนทีละ 3 ตัว คือ a, b, c เรียงสับเปล่ียนทีละ 3 ตัว จะได้ 6 วิธี ดังนี้ 
(a, b, c), (b, c, a), (c, a, b), (a, c, b), (b, a, c), (c, b, a) 
ถ้า b และ c เหมือนกัน แล้ว สมมติให้ a และ b เป็น x เพราะฉะนั้น 6 วิธีท่ีจัดได้ครั้งแรกจะกลายเป็น 
(a, x, x), (x, x, a), (x, a, x), (a, x, x), (x, a, x), (x, x, a) 
มีเพียง 3 วิธทีี่แตกต่างกัน คือ (a, x, x), (x, x, a), (x, a, x) ซ่ึงคํานวณหาคําตอบได้ดังนี้ 
ให้ P เป็นจํานวนวธิีที่จัดได้ 
ถ้า b และ c ไม่เหมือนกัน แล้วในแต่ละวิธีที่จัด (ซ่ึงมี P วิธ)ี สามารถสลับท่ี b และ c ได้อีก 2! วิธี  
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนสําหรับกรณีดังกล่าวคือ P  2! วิธ ี
แต่จัดของ 3 ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมดทําได้ 3! วิธ ีเพราะฉะน้ัน 2!  P = 3! เพราะฉะนัน้ P = 3!

2!
  

ในกรณีท่ีอักษร 4 ตัวซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมด จะจัดได้ 4! = 24 วธิี  
ถ้าให้ a และ b คือ x และให้ c และ d คือ y แล้วจะเหลือวิธีเรยีงสับเปล่ียนท่ีแตกต่างกันเพียง 6 วิธี ดังนี้ 
(x, x, y, y), (x, y, x, y), (y, x, x, y), (y, y, x, x), (x, y, y, x) และ (y, x, y, x) 
ซ่ึงคํานวณหาคําตอบได้ดังนี้ ให้ P เป็นจํานวนวธิีท่ีจัดได้ 
เพราะว่า  ถ้า a และ b ไม่เหมือนกัน แล้วในแต่ละวิธีที่จัดได้ (ซ่ึงมี P วิธ)ี สามารถสลับที่ได้ 2! วิธ ี
และ       ถ้า c และ b ไม่เหมือนกัน แล้วในแต่ละวิธีท่ีจัดได้ (ซ่ึงมี P วิธ)ี สามารถสลับที่ได้ 2! วิธี  
เพราะฉะนั้น ถ้า a, b, c, d ไม่เหมือนกันทั้ง 4 ตัว แล้วจะจัดได้ P  2!  2! วิธ ี
แต่การจัดของ 4 ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมดสามารถจัดได้ 4! วิธี เพราะฉะน้ัน P  2!  2! = 4!  
เพราะฉะนั้น P = 4!

2! 2!
 = 6 

ในทํานองเดียวกัน (a, a, a, b, b, b) เรียงสับเปล่ียนได้ 6!
3! 3!

 = 20 วิธี  

ทฤษฎีบท 1.2.6 การเรยีงสับเปล่ียนของ n ส่ิง ซ่ึงมีการซํ้ากัน k ชนิด โดยท่ี 
ชนิดที่ 1 มี 1n  ส่ิงท่ีเหมือนกัน  
ชนิดท่ี 2 มี 2n  ส่ิงท่ีเหมือนกัน 
: 
ชนิดท่ี k มี kn  ส่ิงท่ีเหมือนกัน  
จะได้จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนเท่ากับ 

1 2 3 k

n!
n ! n ! n ! ... n !

 วิธ ี

ตัวอย่าง 1.2.10 จงหาจํานวนวธิีท่ีจะจัดหลอดไฟสีแดง 3 หลอด สีเหลือง 4 หลอด และสีนํ้าเงิน 2 หลอด เพ่ือ
ประดับรั้ว ถ้าสายไฟมีข้ัวสําหรับใส่หลอดอยู่ 9 อัน 
วิธีทํา จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนท่ีแตกต่างกัน = 9!

3! 4! 2!
  = 1260 วิธ ี               
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การจัดหมู่ (Combination) 
บทนิยาม 1.2.3 การจัดหมู่ของเซตของส่ิงของ คือการหาสับเซตใด ๆ ของเซต โดยไมค่ํานึงถึงลําดับที่ในสับเซตน้ัน 
จํานวนวธิีจัดหมู่ของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมด จัดทีละ r ส่ิง คือจํานวนสับเซตที่ได้จากเซตของ n ส่ิง แต่ละสับเซต
ประกอบด้วยของ r ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมด เช่น มีเซต { a, b, c }  
สับเซตที่มีสมาชิก 2 ตัว คอื { a, b }, { a, c }, { b, c } 
เพราะฉะนั้น ถ้ามีอักษร a, b, c เลือกมาทีละ 2 ตัว แล้วจะได้ 3 วิธี ดังนี ้{ a, b }, { a, c }, { b, c } 
เม่ือนํามาเรียงสับเปล่ียนจะได้ว่าแต่ละวิธีท่ีจัดหมู่หรือเลือกมาสามารถนํามาสลับท่ีได้อีก 2! วิธี  
เพราะฉะนั้นจะจัดได้ 6 วิธี ดังนี้ ab, ac, bc, ba, ca, cb 

ในการหาสูตรการเลือกของ r ส่ิง จาก n ส่ิง ทําได้ดังนี้  
ให้  n

r  เป็นจํานวนวธิีเลือกของ r ส่ิงจาก n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกัน 
ในแต่ละวิธีทีเ่ลือกมาเม่ือนํามาเรียงสับเปล่ียนจะทําได้ r! วิธี  
เพราะฉะนั้น  n

r r! = จํานวนวิธีเรียงสับเปล่ียนของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมดโดยเรียงสับเปล่ียนทีละ r ส่ิง = r
n P  

เพราะฉะนั้น  n
r  = n

rP

r!
 = n!

r! (n r)!
  

หมายเหตุ สัญลักษณ์  n
r  ในตําราบางเล่มอาจแทนด้วย n

rC  หรือ nCr หรือ C(n, r) 

ทฤษฎีบท 1.2.7 จํานวนวธิีจัดหมู่ของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมด จัดหมู่ทีละ r ส่ิง คือ  n
r  = n!

r! (n r)!
 วิธ ี

ทฤษฎีบทประกอบ 1.2.8 จํานวนวธิีจัดหมู่ของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมด จัดหมู่ทีละ n – r ส่ิง จะเท่ากับจํานวนวิธี
จัดหมู่ของทีละ r ส่ิง คือ  n

n r  = n!
r! (n r)!

 =  n
r  วิธ ี

ตัวอย่างเช่น  9
5  =  9

4  = 126 และ  50
5  =  50

45  = 2118760 

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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ตัวอย่าง 1.2.11 มีกี่วิธีในการเลือกกรรมการ 3 คน จากคู่สามีภรรยา 4 คู่  
ก. ถ้าทุก ๆ คนมีโอกาสได้รับเลือกเท่ากัน 
ข. ถ้ากรรมการต้องประกอบด้วยหญิง 2 คน ชาย 1 คน 
ค. ถ้าเลือกท้ังสามีภรรยาจากคู่สมรสเดียวกันเป็นกรรมการท้ัง 2 คนพรอ้มกันไม่ได้ 
วิธีทํา  
ก. จํานวนวิธเีลือกกรรมการ =  8

3  = 8!
3! 5!

 = (8)(7)(6)
(3)(2)(1)

 = 56 วิธ ี

ข. ขั้นท่ี 1 จํานวนวธิีท่ีจะเลือกผู้หญิง 2 คน =  4
2  วิธ ี

ขั้นท่ี 2 แต่ละวิธีที่เลือกผู้หญิง เลือกผู้ชาย 1 คน ได้ =  4
1  วิธ ี

เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่จะเลือกผู้หญิง 2 คน ผู้ชาย 1 คน เป็นกรรมการ =  4
2  4

1  = (6)(4) = 24 วิธ ี

ค. ขั้นท่ี 1 เพราะว่าทั้งสามีและภรรยาจากคู่เดียวกันเป็นกรรมการไม่ได้  
เพราะฉะนั้นจึงเลือกคู่สมรส 3 คู่ จากคู่สมรสทั้งหมด 4 คู่ ทําได้  4

3  วิธ ี
ขั้นท่ี 2 หลังจากเลือกคู่สมรส 3 คู่ในข้ันท่ี 1 คู่สมรสคู่ท่ีหนึ่งที่เลือกมาจะเลือกสามีหรือภรรยามาเป็นกรรมการได้ 
อีก 2 วิธี คือเลือกสามีหรือภรรยา  
ขั้นท่ี 3 คู่สมรสคู่ที่สองเลือกสามีหรือภรรยามาเป็นกรรมการได้อีก 2 วิธี  
ขั้นท่ี 4 คู่สมรสคู่ที่สามเลือกสามีหรือภรรยามาเป็นกรรมการได้อีก 2 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่จะเลือกกรรมการเมื่อท้ังสามีและภรรยาจากคู่เดียวกันเป็นกรรมการทั้งสองคนพร้อมกนัไม่ได้ 
คือ  4

3 (2)(2)(2) = 32 วิธ ี                              



บทท่ี 1 ความน่าจะเป็น 

 

18

การแบ่งกลุม่ (Partitioning) 
ถ้าต้องการหาจํานวนของการแบ่งเซตท่ีมีของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมด ออกเป็น r สับเซต ซ่ึงเรียกวา่กลุ่ม เราไมถื่อ
ว่า ลําดับในแต่ละกลุ่มมีความสําคัญ เช่น ต้องการแบ่งเซต { a, b, c } เป็น 2 กลุ่ม ให้กลุ่มแรกมีจํานวนสมาชิกเป็น 2 
กลุ่มที่สองมีจํานวนสมาชิกเป็น 1 จะได้วิธีแบ่งกลุ่มต่าง ๆ กันคอื 
{ a, b }, { c } 
{ a, c }, { b } 
{ b, c }, { a } 
การหาจํานวนวิธีแบ่งกลุ่มทําได้ดังนี้ ให้จํานวนวธิีท่ีแบ่งกลุ่มแทนด้วยสัญลักษณ์  3

2 , 1   
การหาจํานวนวิธีแบ่งกลุ่มเหมอืนกับเลือกของมา 2 ส่ิง จาก 3 ส่ิง  
เพราะฉะนั้นกลุ่มที่เหลือจะมี 1 ส่ิง จํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 3!

2! 1!
 = 3 วิธ ี 

เพราะฉะนั้น  3
2 , 1  = 3!

2! 1!
 = 3 วิธ ี

โดยท่ัวไปการแบ่งกลุ่มของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมด เป็น 2 กลุ่ม  
กลุ่มแรกมี 1n  ส่ิง  
กลุ่มท่ีสองมี 2n  ส่ิง และ 1n   2n  
จํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 

1 2

n
n  , n
 
 
 

 = 
!n !n

!n

21
 วิธ ี

หมายเหตุ กรณี 1n  = 2n  เช่นต้องการแบ่ง { a, b, c, d } ออกเป็น 2 กลุ่ม กลุ่มละ 2 เท่ากัน แบ่งได้ดังนี้ 

วิธีที่    
1 a, b c, d 
2 a, c b, d 
3 a, d b, c 
4 b, c a, d 
5 d, b a, c 
6 c, d a, b 

จะเห็นได้ว่าการแบ่งของโดยวิธีท่ี 1 เหมือนกับวิธทีี่ 6 คือได้ผลเหมือนกัน กลุ่มหนึ่งมี a b อีกกลุ่มหนึ่งมี c d 
เพราะฉะนั้น วิธีที่ 1 และวิธีท่ี 6 จึงนับเป็นวิธีเดียวกัน และจะเห็นอีกว่า วิธีที่ 2 และวิธีที่ 5 เป็นวิธีเดียวกัน วธิีที่ 3 
และวิธีที่ 4 เป็นวิธีเดียวกนั จึงสรุปว่ามีวิธีแบ่งกลุ่มที่แตกต่างกัน 3 วิธีเท่านั้น 

จํานวนวธิีที่ซํ้ากันดังกล่าวเกดิจาก 2 กลุ่มที่มีจํานวนส่ิงของเท่ากัน สลับที่กันได้ 2! วิธี แต่การสลับท่ีนี้ไม่ทําให้เกิดวิธี
ใหม่ เพราะฉะน้ันจํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 6

2!
 = 4!

2! 2! 2!
 = 3 วิธ ี
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เพราะฉะนั้น ถ้ามีของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมดและต้องการแบ่งกลุ่มเป็น 2 กลุ่ม กลุ่มละ 1n  ส่ิงเท่ากัน  
แล้วจํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 

  1 1

n!
n ! n ! (2!)

 วิธ ี

การแบ่งกลุ่มของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมดเป็น 3 กลุ่ม  
กลุ่มที่หนึ่งมี 1n  ส่ิง  
กลุ่มที่สองมี 2n  ส่ิง  
กลุ่มที่สามมี 3n  ส่ิง  
และ 1n   2n , 1n   3n , 3n   2n  ทําได้ดังนี้ 
ขั้นท่ี 1 แบ่งกลุ่มของ n ส่ิง เป็น 2 กลุ่ม กลุ่มที่หน่ึงมีของ 1n  ส่ิง กลุ่มที่สองมี 2n  + 3n  ส่ิง  
จํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 

1 2 3

n!
n ! (n  + n )!

 วิธ ี
ขั้นท่ี 2 แบ่งกลุ่มของ 2n  + 3n  ส่ิง เป็น 2 กลุ่ม กลุ่มละ 2n  ส่ิง และ 3n  ส่ิง  
จํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 2 3

2 3

(n  + n )!

n ! n !
 วิธ ี

เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีแบ่งกลุ่มของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมด เป็น 3 กลุ่ม กลุ่มแรกมี 1n  ส่ิง กลุ่มที่สองมี 2n  ส่ิง 
กลุ่มที่สามม ี 3n  ส่ิง มีจํานวนวิธีเท่ากับ = 

1 2 3

n!
n ! (n  + n )!

2 3

2 3

(n  + n )!

n ! n !
 = 

1 2 3

n!
n ! n ! n !

 วิธ ี

โดยท่ัวไปจะได้เป็นทฤษฎีดังนี้ 

ทฤษฎีบท 1.2.9 จํานวนวธิีแบ่งกลุ่มของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันทั้งหมดเป็น r กลุ่ม  
กลุ่มที่หนึ่งมี 1n  ส่ิง  
กลุ่มที่สองมี 2n  ส่ิง 
: 
กลุ่มที่ r มี rn  ส่ิง  
เม่ือ 1n  + 2n  + ... + rn  = n และ in   jn  ทุกค่าของ i  j  
จะได้จํานวนวิธีแบ่งกลุ่มเท่ากับ 

1 2 r

n
n  , n  , ... , n
 
 
 

 = 
1 2 r

n!
n ! n ! ... n !

 วิธ ี

ทฤษฎีบทประกอบ 1.2.10 จํานวนวิธแีบ่งกลุ่มของ n ส่ิงซ่ึงแตกต่างกันท้ังหมด ออกเป็น k กลุ่ม กลุ่มละ 1n  ส่ิง เป็น
จํานวน 1k  กลุ่ม กลุ่มละ 2n  ส่ิง เป็นจํานวน 2k  กลุ่ม กลุ่มละ 3n  ส่ิง เป็นจํานวน 3k  กลุ่ม ... กลุ่มละ rn  ส่ิง rk  กลุ่ม 
มีจํานวนวธิีเท่ากับ 

  

k k k1 2 r
1 2 r 1 2 r

n!

(n !) (n !)  ... (n !) (k !)(k !) ... (k !)
 วิธ ี 

เม่ือ n = 1k 1n   + 2k 2n  + ... + rk rn  และ k = 1k  + 2k  + ... + rk  

in   jn  ทุกค่าของ i  j ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , r และ j = 1, 2, 3, ... , r 
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ตัวอย่าง 1.2.12 จงหาจํานวนวธิีที่จะจัดให้เด็กนักเรยีน 10 คน นั่งรถยนต์ 3 คัน ถ้ารถยนต์แต่ละคันมีที่ว่างสําหรับ
เด็ก 5 คน 3 คน และ 2 คน ตามลําดับ 
วิธีทํา จํานวนวิธีที่แบ่งกลุ่มเด็ก 10 คน เป็น 3 กลุ่ม ให้ข้ึนรถที่มีที่ว่างสําหรับเด็ก 5 คน 3 คน และ 2 คน 
 = 10!

3! 5! 2!
 = 2520 วิธ ี                              

ตัวอย่าง 1.2.13 ก. จงหาจํานวนวธิีที่จะแบ่งดินสอ 12 แท่งแตกต่างกันเป็น 4 มัด มัดละเท่า ๆ กัน 
ข. จงหาจํานวนวธิีที่จะแจกดินสอ 12 แท่งแตกต่างกันให้เด็ก 4 คน คนละเท่า ๆ กัน 
วิธีทํา ก. จํานวนวธิีแบ่งกลุ่ม = 12!

3! 3! 3! 3! 4!
 = 15400 วิธ ี

ข. ใน 1 วิธ ีที่แบ่งสามารถแจกให้เด็ก 4 คน ได้ 4! วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีท่ีจะแจกดินสอ 12 แท่งแตกต่างกัน ให้เด็ก 4 คน ๆ ละเท่า ๆ กัน 
 = ( 12!

3! 3! 3! 3! 4!
)(4!) = 369600 วิธ ี                            

ตัวอย่าง 1.2.14 จงหาจํานวนวธิีท่ีจะจัดผู้เข้าสัมมนาคณิตศาสตร์ซ่ึงเป็นชาย 7 คน เข้าพักในโรงแรมแห่งหนึ่งซ่ึงมี
ห้องว่าง 3 ห้อง เป็นห้องคู่ 2 ห้อง และห้อง 3 คน อีก 1 ห้อง 
วิธีทํา ขั้นท่ี 1 แบ่ง 7 คน เป็น 3 กลุ่ม กลุ่มละ 3, 2, 2 ทําได้ = 7!

3! 2! 2! 2!
 วิธ ี 

ขั้นท่ี 2 ในแต่ละวิธีแบ่งกลุ่มจัดให้ 3 คนพักห้องสําหรับ 3 คนได้ 1 วิธ ี
ขั้นท่ี 3 ในแต่ละวิธีแบ่งกลุ่มจัดให้ 2 กลุ่ม ๆ ละ 2 คนเข้าพัก 2 ห้องได้ 2! วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่จะจัดให้ 7 คน เข้าพัก 3 ห้อง = 7!

3! 2! 2! 2!
 (1)(2!) = 210 วิธ ี          

สูตรท่ัวไปของการเรยีงสับเปล่ียน หรือการจัดหมู่ของของ n ส่ิง จัดคราวละ r ส่ิง ที่กล่าวถึงข้างต้นนั้น ของทั้งหมด
จะต้องต่างกัน ในกรณีที่ของ n ส่ิงไม่แตกต่างกันท้ังหมด อาจทาํได้โดยวิธีเดียวกับตัวอย่าง 1.2.15 

ตัวอย่าง 1.2.15 จงหาจํานวนวธิ ี 
ก. เลือกอักษร 4 ตัวจากอักษรของคําว่า “statistics” 
ข. เรียงสับเปล่ียนอักษร 4 ตัวจากอักษรของคําว่า “statistics” 
วิธีทํา คํา “statistics” มีอักษร 10 ตัว แบ่งเป็นพวก ๆ ดังนี ้(s, s, s ) ; ( t, t, t ) ; ( i, i ) ; a และ c 
ก. ในการเลือกอักษรมา 4 ตัว จําแนกได้เป็น 4 กรณี ดังนี้ 
กรณีท่ี 1 อักษร 3 ตัวเหมือนกัน และอีก 1 ตัว ต่างจาก 3 ตัวที่เหมือนกันนั้น (ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
กรณีท่ี 2 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน และอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน (ซํ้ากนัเป็นคู่ 2 คู่ ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
กรณีท่ี 3 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกัน (ได้อักษร 3 ชนิดต่างกัน) 
กรณีท่ี 4 อักษรท้ัง 4 ตัวต่างกัน 
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การนับจํานวนวิธีแต่ละกรณี 
กรณีท่ี 1 อักษร 3 ตัวเหมือนกัน และอีก 1 ตัว ต่างจาก 3 ตัวที่เหมือนกันนั้น (ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
เช่น { s, s, s, o }, { s, s, s, i } , { t, t, t, s } 
ขั้นท่ี 1 เลือกชนิดอักษรท่ีซํ้า 3 ตัวได้ 2 วธิี คือ s หรือ t 
ขั้นท่ี 2 เลือกชนิดอักษร 1 ตัว ที่ต่างจากข้ันที่ 1 ทาํได้ 4 วธิ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเลือกได้อักษร 3 ตัวเหมือนกันและอีก 1 ตัวต่างจาก 3 ตัวที่เหมือนกัน = (2)(4) = 8 วิธ ี

กรณีท่ี 2 อักษร 2 ตัวเหมือนกันและอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน (ซํ้ากนัเป็นคู่ 2 คู่ ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน)  
เช่น { s, s, t, t }, { s, s, i, i }, {t, t, i, i } 
เลือกชนิดอักษร 2 ชนิด ทําได้  3

2  = 3 วิธ ีคือ { s, t } หรือ { s, i } หรือ { t, i } 
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเลือกได้อักษร 2 ตัวเหมือนกันและอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน = 3 

กรณีท่ี 3 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกัน (ได้อักษร 3 ชนิดต่างกัน) เช่น { s, s, t, i }, { i, i, a, c } 
ขั้นท่ี 1 เลือกชนิดอักษรท่ีซํ้า 2 ตัวได้ 3 วิธี คือ s 2 ตัว หรือ t 2 ตัว หรือ i 2 ตัว 
ขั้นท่ี 2 เลือกชนิดอักษร 2 ตัวต่างกันและต่างจากข้ันท่ี 1 ทําได้  4

2  = 6 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเลือกได้อักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกัน (3)(6) = 18 วิธ ี

กรณีท่ี 4 อักษรท้ัง 4 ตัวต่างกัน  
เลือกอักษรต่างกัน 4 ตัว จากชนิดอักษร s, t, i, a, c ทําได้  5

4  = 5 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีทั้งหมดท่ีเลือกอักษรจาก 4 กรณีทําได้ = 8 + 3 + 18 + 5 = 34 วธิ ี

ข. การหาจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนอักษร 4 ตัวที่เลือกมาจําแนกเป็น 4 กรณี ดังนี้ 
กรณีท่ี 1 อักษร 3 ตัวเหมือนกัน และอีก 1 ตัว ต่างจาก 3 ตัวที่เหมือนกันนั้น (ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
กรณีท่ี 2 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน และอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน (ซํ้ากนัเป็นคู่ 2 คู่ ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
กรณีท่ี 3 อักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกัน (ได้อักษร 3 ชนิดต่างกัน) 
กรณีท่ี 4 อักษรท้ัง 4 ตัวต่างกัน 
การนับจํานวนวิธีแต่ละกรณี 
กรณีท่ี 1 อักษร 3 ตัวเหมือนกัน และอีก 1 ตัว ต่างจาก 3 ตัวที่เหมือนกันนั้น (ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน) 
เช่น ssso, ssos, soss, osss, ttta, ttat, tatt, attt, ... 
ขั้นท่ี 1 เลือกชนิดอักษรท่ีซํ้า 3 ตัวได้ 2 วธิี คือ s หรือ t 
ขั้นท่ี 2 เลือกชนิดอักษร 1 ตัว ที่ต่างจากข้ันท่ี 1 ทําได้ 4 วธิ ี
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ขั้นท่ี 3 แต่ละวิธีข้างต้นนํามาเรียงสับเปล่ียนซ่ึงทําได้ 4!
3! 1!

 = 4 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนอักษร 3 ตัวเหมือนกันและอีก 1 ตัวต่างจาก 3 ตัวที่เหมือนกัน  
ทําได้ = (2)(4)(4) = 32 วิธ ี
กรณีท่ี 2 อักษร 2 ตัวเหมือนกันและอีก 2 ตัวก็เหมือนกัน (ซํ้ากนัเป็นคู่ 2 คู่ ได้อักษร 2 ชนิดต่างกัน)  
เช่น sstt, stts, ttss, stst, tsts, tsst, ... 
ขั้นท่ี 1 เลือกชนิดอักษร 2 ชนิด ทําได้  3

2  = 3 วิธี คือ { s, t } หรือ { s, i } หรือ { t, i } 
ขั้นท่ี 2 แต่ละวิธีข้างต้นนํามาเรียงสับเปล่ียนซ่ึงทําได้ 4!

2! 2!
 = 6 วิธ ี

เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนอักษร 2 ตัวเหมือนกันและอีก 2 ตัวก็เหมือนกันทําได้ (3)(6) = 18 วิธ ี
กรณีท่ี 3 อักษร 2 ตัวเหมือนกันแต่อีก 2 ตัวต่างกัน (ได้อักษร 3 ชนิดต่างกัน) เช่น ssti, ssit, stis, sits, itss, tiss 
ขั้นท่ี 1 เลือกชนิดอักษรท่ีซํ้า 2 ตัวได้ 3 วิธี คือ s 2 ตัว หรือ t 2 ตัว หรือ i 2 ตัว 
ขั้นท่ี 2 เลือกชนิดอักษร 2 ตัวต่างกันและต่างจากข้ันท่ี 1 ทําได้  4

2  = 6 วิธ ี
ขั้นท่ี 3 แต่ละวิธีข้างต้นนํามาเรียงสับเปล่ียนซ่ึงทําได้ 4!

2! 1! 1!
 = 12 วิธ ี

เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนอักษร 2 ตัวเหมือนกัน แต่อีก 2 ตัวต่างกันทําได้ (3)(6)(12) = 216 วิธ ี
กรณีท่ี 4 อักษรท้ัง 4 ตัวต่างกัน  
ขั้นท่ี 1 เลือกอักษรต่างกัน 4 ตัว จากชนิดอักษร s, t, i, a, c ทําได้  5

4  = 5 วิธ ี
ขั้นท่ี 2 แต่ละวิธีข้างต้นนํามาเรียงสับเปล่ียนซ่ึงทําได้ 4! = 24 วธิ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนอักษรท้ัง 4 ตัวต่างกันทําได้ (5)(24) = 120 วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีเรยีงสับเปล่ียนอักษรจาก 4 กรณีทําได้ = 32 + 18 + 216 + 120 = 386 วิธ ี     
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1.3 ความน่าจะเป็น (Probability) 
ในกรณีปรภิมูิตัวอย่าง S เป็นเซตจํากัดท่ีสมาชิกทุกตัวมีโอกาสเกิดเท่ากัน และ A เป็นเหตุการณ์ เรากําหนดค่าความ
น่าจะเป็น P(A) = n(A)

n(S)
  

ในกรณีปรภิมูิตัวอย่าง S เป็นเซตจํากัดที่สมาชิกบางตัวมีโอกาสเกิดไม่เท่ากัน เราจะกําหนดค่าของ “น้ําหนัก” 
(weight) ให้แก่ทุก ๆ จุดตัวอย่าง ซ่ึงผลบวกของน้ําหนักเหล่าน้ีมีค่าเท่ากับ 1 ถ้าเรามีเหตุผลที่จะเชื่อได้ว่า จุด
ตัวอย่างอันหนึ่งอันใดมีโอกาสเกิดข้ึนอย่างแน่นอนในการทดลอง ค่านํ้าหนักสําหรับจุดตัวอย่างนั้นควรมีค่าเท่ากับ 1 
ในกรณีตรงข้าม คา่น้ําหนักท่ีมีค่าใกล้ 0 จะถูกกําหนดให้สําหรับจุดตัวอย่างที่เกิดข้ึนได้ยาก หรือเกิดข้ึนน้อยมาก  
ในการทดลองทั่ว ๆ ไป เช่น การโยนเหรียญเท่ียงตรงหรือทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง จุดตัวอย่างทั้งหมดมีโอกาสเกิดข้ึน 
เท่า ๆ กัน จะได้รับการกําหนดค่าน้าํหนักให้มีค่าเท่า ๆ กัน สําหรับกรณีที่จุดตัวอย่างอยู่นอกปรภิูมิตัวอย่าง เช่น 
เหตุการณ์เชงิเดียวซ่ึงไม่สามารถเกิดข้ึนได้ เรากําหนดค่าน้ําหนักให้มีค่าเป็น 0  
ในการหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ใด ๆ สมมติว่าเป็นเหตุการณ์ A เราบวกค่าน้ําหนักทั้งหมดของจุดตัวอย่างใน
เหตุการณ์ A น้ัน ผลบวกน้ีเรียกว่า ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A และเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ P(A) เพราะฉะนั้น
ความน่าจะเป็นของเซตว่างคือ P() เท่ากับ 0 และความน่าจะเป็นของปริภูมิตัวอย่าง S เท่ากับ 1  

บทนิยาม 1.3.1 ให้ S เป็นปริภูมิตัวอย่าง และ A เป็นเหตุการณ์ใด ๆ  
ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A คือผลบวกของนํ้าหนักของทุก ๆ จุดตัวอย่าง ในเหตุการณ์ A  
เพราะฉะนั้น 0  P(A)  1, P() = 0 และ P(S) = 1 

ตัวอย่าง 1.3.1 โยนเหรยีญเท่ียงตรง 1 อัน 2 ครั้ง จงหาความน่าจะเป็นท่ีเหรียญจะข้ึนหัวอย่างน้อยหนึง่ครั้ง 
วิธีทํา ปริภูมิตัวอย่างสําหรับการทดลองนี้ คือ S = { H H, H T, T H, T T } 
เพราะว่าเหรยีญเที่ยงตรง เพราะฉะน้ันผลลัพธ์ที่เกิดข้ึนแต่ละวิธีมีโอกาสเกิดข้ึนเท่า ๆ กัน  
เพราะฉะนั้นเรากําหนดน้าํหนัก “w” ให้แก่แต่ละจุดตัวอย่าง  
เพราะว่าผลรวมของน้ําหนักของจุดตัวอย่างในปริภูมตัิวอย่างเท่ากับ 1  
เพราะฉะนั้น w + w + w + w = 1  
เพราะฉะนั้น w = 

4
1  

ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่เหรยีญข้ึนหัวอยา่งน้อย 1 ครัง้ เพราะฉะนั้น A = { H H, H T, T H } 
เพราะฉะนั้น P(A) = 3w = 

4
3                             
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ตัวอย่าง 1.3.2 ลูกเต๋าลูกหน่ึงถูกถ่วงน้ําหนักโดยทําให้แต้มคู่มีโอกาสข้ึนเป็น 2 เท่าของแต้มคี่  
ให้ E เป็นเหตุการณ์ที่เมื่อทอดลูกเต๋านี้แล้วจะข้ึนแต้มน้อยกว่า 4  
จงหา P(E) 
วิธีทํา ปริภูมิตัวอย่างคือ S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }  
กําหนดค่า w ให้แก่จุดตัวอย่างท่ีเป็นจํานวนคี่ และกําหนดค่า 2w ให้แก่จุดตัวอย่างท่ีเป็นจํานวนคู ่
เพราะฉะนั้น w + 2w + w + 2w + w + 2w = 1 
เพราะฉะนั้น w = 1

9
 

เพราะฉะนั้นเรากําหนดน้าํหนัก 1
9
 ให้แก่จุดตัวอย่างที่เป็นจํานวนคี่ และ 2

9
 ให้แก่จุดตัวอย่างที่เป็นจํานวนคู่ 

E = เหตุการณ์ท่ีเมื่อทอดลูกเต๋านี้แล้วจะข้ึนแต้มน้อยกว่า 4 = { 1, 2, 3 } 
เพราะฉะนั้น P(E) = 1

9
 + 2

9
 + 1

9
 = 4

9
                          

เราอาจจะคดิว่า น้ําหนัก คือความน่าจะเป็นของเหตุการณ์เชิงเดียว ถ้าการทดลองเป็นไปตามธรรมชาติ เช่นตัวอย่าง 
1.3.1 เราสามารถสมมติค่านํ้าหนักของแต่ละจุดตัวอย่างในปริภูมิตัวอย่างให้เทา่กัน เพราะฉะน้ันความน่าจะเป็นของ
เหตุการณ์ A คืออัตราส่วนของจํานวนสมาชิกในเหตุการณ์ A ต่อจํานวนสมาชิกใน S  

ทฤษฎีบท 1.3.1  
การทดลองอยา่งหนึ่งมีผลการทดลองเกิดข้ึนได้ N วิธีต่าง ๆ กัน แต่ละวิธีมีโอกาสเกิดข้ึนได้เท่า ๆ กัน  
ถ้า n เป็นจํานวนวธิีท่ีจะเกดิเหตุการณ ์A แล้วความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A คือ P(A) = n

N
 

ตัวอย่าง 1.3.3 เมื่อดึงไพ่ 1 ใบ จากสํารับซ่ึงมีไพ่ 52 ใบ จงหาความน่าจะเป็นที่ไพ่ใบนั้นจะเป็นโพดํา 
วิธีทํา ในการดึงไพ่ 1 ใบ ผลลัพธ์ที่เป็นไปได้มี 52 วธิี ซ่ึงแต่ละวิธมีีโอกาสเกิดข้ึนได้เท่า ๆ กัน  
ใน 52 วิธีนั้น มี 13 วิธีท่ีจะดึงไพ่ได้โพดํา  
ให้ E เป็นเหตุการณ์ที่ดึงไพ่ได้โพดํา 
เพราะฉะนั้น P(E) = 13

52
 = 1

4
                             
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ตัวอย่าง 1.3.4 ในการเล่นบริดจ์ ต้องแจกไพ่ 52 ใบ ให้ผู้เล่น 4 คน คนละเท่า ๆ กัน จงหาความน่าจะเป็นที่ผู้เล่นทุก
คนได้ไพ่แต้ม “A”  
วิธีทํา  
ให้ S เป็นเหตุการณ์ที่ผู้เล่นทุกคนได้ไพ่คนละ 13 ใบ 
การหาจํานวนวิธีแจกไพ่ให้ผู้เล่น 4 คน คนละ 13 ใบเท่า ๆ กัน 
ขั้นท่ี 1 แบ่งไพ่เป็น 4 กอง กองละ 13 ใบ ทําได้ 

4
52!

(13!) (4!)
 วิธ ี

ขั้นท่ี 2 แต่ละวิธีของข้ันที่ 1 เรยีงสับเปล่ียนไพ่ 4 กอง ให้ผู้เล่น 4 คน ทําได้ 4! วิธ ี
เพราะฉะนั้นจํานวนวธิีที่จะแจกไพ่ให้ผู้เล่น 4 คน คนละ 13 ใบเท่า ๆ กัน = 

4
52!

(13!) (4!)
(4!) = 

4
52!

(13!)
 วิธ ี

เพราะฉะนั้น n(S) = 
4

52!

(13!)
 

ให้ E เป็นเหตุการณ์ที่ผู้เล่นทุกคนได้ไพ่แต้ม “A” 
การหาจํานวนวิธีแจกไพ่ให้ผู้เล่น 4 คน คนละเท่า ๆ กัน และได้ไพ่แต้ม “A” คนละใบ 
ขั้นท่ี 1 แบ่งไพ่ 48 ใบ (เฉพาะส่วนม่ีไม่มีไพ่แต้ม “A”) แบ่งไพ่เป็น 4 กอง กองละ 12 ใบ ทําได้ 

4
48!

(12!) (4!)
 วิธ ี

ขั้นท่ี 2 แต่ละวิธีของข้ันที่ 1 แบ่งไพ่แต้ม “A” 4 ใบให้แต่ละกอง กองละ 1 ใบ ทําได้ 4! วธิ ี

หมายเหตุ ข้ันท่ี 1 และ ข้ันที่ 2 จะได้ไพ่ 4 กอง กองละ 13 ใบ และแต่ละกองมีไพ่แต้ม “A” อยู่ 1 ใบ  
ข้ันต่อไป 

ขั้นท่ี 3 เรียงสับเปล่ียนไพ่ 4 กอง ให้ผู้เล่น 4 คน ทําได้ 4! วิธ ี
เพราะฉะนั้น n(E) = (

4
48!

(12!) (4!)
)(4!)(4!) = 

4
48!

(12!)
(4!) 

เพราะฉะนั้น P(E) =  4

4

48! (4!)
(12!)

52!

(13!)

 
  
   = 4(48!)(4!)(13)

52!
 = 0.1054982                  
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1.4 กฎของความน่าจะเป็น 
ทฤษฎีบท 1.4.1 ถ้า A และ B เป็นเหตุการณ์ 2 เหตุการณ์ แล้ว P(A  B) = P(A) + P(B) – P(A  B) 
ข้อพิสูจน์ เมือ่พิจารณาแผนภาพเวนน์ (Venn diagram) 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.8 
P(A  B) คอืผลบวกของนํ้าหนักของจุดตัวอย่างในเซต A  B  
เพราะว่า P(A) + P(B) คือผลบวกของนํ้าหนักใน A และนํ้าหนักใน B จะเห็นว่าเราบวกน้ําหนักใน A  B สองครั้ง  
เพราะฉะนั้นจะต้องลบนํ้าหนักดังกล่าวน้ีออกหนึ่งครั้งเพ่ือจะได้ P(A  B)  
เพราะฉะนั้น P(A  B) = P(A) + P(B) – P(A  B)                      

ทฤษฎีบทประกอบ 1.4.2 ถ้า A และ B เป็นเหตุการณ์ท่ีไม่เกิดรว่มกัน แล้ว P(A  B) = P(A) + P(B) 

ทฤษฎีบทประกอบ 1.4.2 หาได้จากทฤษฎีบท 1.4.1 ถ้า A และ B เป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดรว่มกัน 
เพราะฉะนั้น A  B =  ซ่ึงจะทําให้ P(A  B) = P() = 0 
เพราะฉะนั้น P(A  B) = P(A) + P(B) 

ทฤษฎีบทประกอบ 1.4.3 ถ้า 1A , 2A , ... , nA  เป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดร่วมกัน แล้วจะได้ 
P( 1A   2A   ...  nA ) = P( 1A ) + P( 2A ) + ... + P( nA ) 

บทนิยาม 1.4.1  
เซตของเหตุการณ์ { 1A , 2A , ... , nA  } ประกอบกันข้ึนเป็น ผลแบ่งก้ัน (partition) ของปรภิูมิตัวอย่าง S ถ้า  
          1. iA   jA  =  ทุกค่า i  j  
          2. n

i = 1
 iA  = S 

และ     3. P( iA )  0 ทุกคา่ i = 1, 2, ... , n  

หมายเหตุ ถ้า { 1A , 2A , ... , nA  } เป็นผลแบ่งกั้นของปริภูมิตัวอย่าง S แล้วจะได้  
P( 1A   2A   ...  nA ) = P( 1A ) + P( 2A ) + ... + P( nA ) = P(S) = 1 
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ตัวอย่าง 1.4.1 ความน่าจะเป็นท่ีนักเรียนคนหนึ่งสอบคณิตศาสตร์ผ่านเท่ากบั 2
3
  

ความน่าจะเป็นที่เขาสอบฟิสิกส์ผ่านเท่ากับ 5
9
 และความน่าจะเป็นที่เขาสอบผ่านอย่างน้อยหนึ่งวิชาเท่ากบั 4

5
  

จงหาความน่าจะเป็นที่เขาจะสอบผ่านท้ังสองวิชา 
วิธีทํา ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่เขาสอบคณิตศาสตร์ผ่าน 
B เป็นเหตุการณ์ที่เขาสอบฟิสิกส์ผ่าน 
จากทฤษฎีบท 1.4.1 P(A  B) = P(A) + P(B) – P(A  B) 
เพราะฉะนั้น P(A  B) = P(A) + P(B) – P(A  B) = 2

3
 + 5

9
 – 4

5
 = 19

45
              

ตัวอย่าง 1.4.2 การทดลองทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน 1 ครั้ง จงหาความน่าจะเป็นท่ีจะได้ผลรวมของแต้ม
เป็น 5 หรือ 11  
วิธีทํา การทดลองทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน 1 ครั้ง  
ปริภูมิตัวอย่าง S = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), ... , (6, 4), (6, 5), (6, 6) } 
เพราะฉะนั้นจํานวนจุดตัวอย่างในปริภมูิตัวอย่าง = 36 จุด 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่ได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 
เพราะฉะนั้น A = { (1, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 2) } 
ให้ B เป็นเหตุการณ์ท่ีได้ผลรวมของแต้มเป็น 11 
เพราะฉะนั้น B = { (5, 6), (6, 5) } 
เพราะฉะนั้น P(A) = 4

36
 = 1

9
 และ P(B) = 2

36
 = 1

18
  

เพราะว่าทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูก พร้อมกัน  
เพราะฉะนั้นจะได้ผลบวกของแต้มเป็น 5 และ 11 ในขณะเดียวกนัไม่ได้  
เพราะฉะนั้นเหตุการณ์ A และ B เป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดร่วมกัน  
เพราะฉะนั้น P(A  B) = P(A) + P(B) = 1

9
 + 1

18
 = 1

6
                    

ทฤษฎีบท 1.4.4 ถ้า A เป็นส่วนเติมเต็มของเหตุการณ์ A แล้ว P(A) = 1 – P(A) 
ข้อพิสูจน์ เพราะว่า A  A = S และ A  A =  
เพราะฉะนั้น P(A  A) = P(S) 
              P(A) + P(A) = 1 
เพราะฉะนั้น P(A) = 1 – P(A)                            
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ตัวอย่าง 1.4.3 โยนเหรยีญเท่ียงตรง 1 อัน 6 ครั้ง จงหาความน่าจะเป็นที่เหรียญจะข้ึนหัวอย่างน้อย 1 ครั้ง  
วิธีทํา การโยนเหรียญเทีย่งตรง 1 อัน 6 ครั้ง  
จํานวนจุดตัวอย่างในปริภมูิตัวอย่าง = 62  = 64  
ให้ E เป็นเหตุการณ์ที่โยนเหรียญ 1 อัน 6 ครั้งแล้วเหรียญข้ึนหัวอย่างน้อย 1 ครั้ง  
เพราะฉะนั้น E  เป็นเหตุการณ์โยนเหรียญ 1 อัน 6 ครั้ง แล้วไม่ข้ึนหัวเลย 
เพราะว่ามีเพียง 1 วิธีเท่านั้นที่ไม่ข้ึนหัวเลย คือข้ึนก้อยท้ัง 6 ครัง้ เพราะฉะนั้น E  = { T T T T T T } 
เพราะฉะนั้น P(E ) = 1

64
 

เพราะฉะนั้น P(E) = 1 – P(E ) = 1 – 1
64

 = 63
64

                      
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1.5 ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข (Conditional Probability) 
พิจารณาความแตกต่างระหว่างการเลือกของมา 2 ช้ิน โดยวิธีสุ่มจากของรุ่น (lot) หนึ่ง ซ่ึงมีของ 100 ช้ิน ในจํานวนน้ี
มี 20 ชิ้นที่มีข้อบกพร่อง และท่ีเหลืออยู่ในสภาพดี สมมติเราหยิบของมาจากรุ่นนี้ 2 วธิี วธิีหน่ึงคือหยิบช้ินแรกแล้ว
วางกลับที่เดิมก่อนหยิบชิ้นต่อไป (sampling with replacement) อีกวธิีหน่ึงหยิบชิ้นแรกมาแล้วไม่วางกลับที่เดิม 
(sampling without replacement) แต่หยิบชิ้นท่ีสองต่อไป 
ให้  A เป็นเหตุการณ์ท่ีหยบิของช้ินแรกแล้วพบของมีข้อบกพร่อง 
     B เป็นเหตุการณ์ที่หยบิของช้ินที่สองแล้วพบของมีข้อบกพร่อง 
ถ้าหยิบของช้ินแรกแล้ววางกลับท่ีเดิมก่อนหยิบครั้งที่สอง P(A) = P(B) = 20

100
 = 1

5
  

แต่ถ้าหยิบของชิ้นแรกมาแต่ไม่วางกลับท่ีเดิมก่อนหยิบชิ้นที่สอง P(A) = 1
5
 แต่ P(B) อาจไม่เท่ากับ 1

5
 

ก่อนที่จะหา P(B) เราจะต้องทราบวา่เมื่อหยิบของช้ินท่ีสอง เหตุการณ์ A เกิดข้ึนแล้วหรือไม่ 

ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์สองเหตุการณ์ ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ B ท่ีเกิดข้ึนเม่ือเหตุการณ ์ A เกิดข้ึนแล้ว 
เรียกว่า “ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข” และจะแทนด้วยสัญลักษณ์ P(B  A) ซ่ึงอ่านว่า “ความน่าจะเป็นท่ี B จะ
เกิดข้ึนเม่ือ A เกิดข้ึนแล้ว” หรือ “ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ B เมื่อกําหนดเหตุการณ ์A ให้เกิดก่อน” 

จากตัวอย่างข้างต้น P(B  A) = 
99
19   

เพราะว่าครั้งแรกได้ของที่มีข้อบกพร่อง  
เพราะฉะนั้นจะเหลือของท่ีมีข้อบกพร่องเพียง 19 ชิ้น จากท่ีเหลือท้ังส้ิน 99 ชิ้น  
เม่ือไรก็ตามที่ต้องการหา P(B  A) เราต้องหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ B เทียบกับปริภูมิตัวอย่างที่ลดลง 
(reduced sample space)  
พิจารณาแผนภาพเวนน์ ถ้าต้องการหา P(B) จะต้องหาเทียบกับปริภูมิตัวอย่าง S แต่ถ้าต้องการหา P(B  A) จะต้อง
หาเทียบกับ A ซ่ึง A คือปริภูมิตัวอย่างที่ลดลงจาก S มาเป็น A  
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.9 
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ก่อนที่จะให้นิยามของความนา่จะเป็นแบบมีเง่ือนไข ขอให้พิจารณาตัวอยา่งของการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูก  
ปริภูมิตัวอย่าง คือ S = { ( 1x , 2x )  1x  เป็นแต้มของลูกเต๋าลูกที่หนึ่ง, 2x  เป็นแต้มของลูกเต๋าลูกที่สอง } 
= { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), 
     (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), 
     (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), 
     (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6), 
     (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), 
     (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6) } 
ให้ A และ B เป็นเหตุการณ์ 2 เหตุการณ์ 
A = { ( 1x , 2x )  1x  + 2x  = 10 } 
B = { ( 1x , 2x )  1x   2x  } 
เพราะฉะนั้น A = { (5, 5), (4, 6), (6, 4) } และ P(A) = 3

36
  

B = { (2, 1), (3, 1), (3, 2), ... , (6, 5) } และ P(B) = 15
36

  
ในท่ีน้ีเราสนใจเฉพาะเหตุการณ์ท่ีจะได้ผลรวมของแต้มเป็น 10 และต้องการหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ท่ีได้แต้ม
ของลูกที่หนึ่งมากกว่าลูกทีส่อง 
P(B  A) = ความน่าจะเป็นท่ีจะได้แต้มของลูกเต๋าลูกที่หนึ่งมากกว่าลูกที่สอง เมื่อกําหนดให้ผลรวมของแต้ม 
              เท่ากับ 10 เกดิก่อน  
           = 1

3
  

ในทํานองเดียวกัน P(A  B) = 1
15

  
เพราะว่า A  B = { (6, 4) } เพราะฉะนั้น P(A  B) = 1

36
  

เพราะฉะนั้น ถ้าพิจารณาการหา P(B  A) และ P(A  B) ในเทอมของความน่าจะเป็นโดยทั่วไป แล้วจะได้ 

P(B  A) = 1
3
 = 

1( )
36
3( )

36

 = P(A B)
P(A)
   

P(A  B) = 1
15

 = 
1( )

36
15( )
36

 = P(A B)
P(B)
  



บทท่ี 1 ความน่าจะเป็น 

 

31

บทนิยาม 1.5.1 ความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไขของเหตุการณ์ B เมื่อกําหนดให้เหตุการณ ์ A เกิดข้ึนแล้ว แทนด้วย
สัญลักษณ์ P(B  A) คือ P(B  A) = P(A B)

P(A)
  เมื่อ P(A)  0 

ข้อสังเกต มี 2 วิธีที่จะหาความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข P(B  A) คือ 
แบบท่ี 1 หาโดยตรง โดยหาความน่าจะเป็นของ B เทียบกับปริภูมิตัวอย่างทีล่ดลงคือ A  
แบบท่ี 2 ใชบ้ทนิยาม P(B  A) = P(A B)

P(A)
   

เม่ือ P(A  B) และ P(A) หาจากปริภมูิตัวอย่างตอนเริ่มต้น (original sample space) 

ตัวอย่าง 1.5.1 ในสํานักงานแห่งหน่ึงมีเครื่องคิดเลข 100 เครื่อง จําแนกเป็นเครื่องไฟฟ้า (E) และเครื่องที่ใช้มือหมุน 
(M) เครื่องใหม่ (N) และเครื่องใช้แล้ว (U) ตารางข้างล่างเป็นจํานวนเครื่องคดิเลขแยกตามสภาพ 

ชนิด 
สภาพ 

เครื่องไฟฟ้า (E) เครื่องที่ใช้มอืหมุน (M) รวม 

เครื่องใหม่ (N) 40 30 70 

เครื่องใช้แล้ว (U) 20 10 30 

รวม 60 40 100 

ชายคนหน่ึงเลือกเครื่องคิดเลขเครื่องหน่ึงมาโดยวิธสุ่ีมและพบว่าเป็นเครื่องใหม่  
จงหาความน่าจะเป็นท่ีเครื่องคิดเลขนี้จะเป็นเครื่องไฟฟ้า 
วิธีทํา เราต้องการหา P(E  N) 
แบบท่ี 1 หาจากปริภูมิตัวอย่างที่ลดลง (มีเครื่องใหม่ 70 เครื่อง)  
P(E  N) = 40

70
 = 4

7
  

แบบท่ี 2 หาโดยใช้คําจํากดัความของความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข  

P(E  N) = P(E N)
P(N)
  = 

40( )
100
70( )

100

 = 4
7
                           

ข้อสังเกต จาก P(B  A) = P(A B)
P(A)
  และ P(A  B) = P(A B)

P(B)
  

จะได้ P(A  B) = P(A) P(B  A) หรือ P(A  B) = P(B) P(A  B)  
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ทฤษฎีบท 1.5.1 ทฤษฎีการคูณของความน่าจะเป็น (Multiplication Theorem of Probability) 
ในการทดลองครั้งหนึ่ง ถ้าเหตุการณ์ A และ B เกิดข้ึนทั้งสองเหตุการณ์ แล้วจะได้ 
P(A  B) = P(A) P(B  A) เมื่อ P(A)  0  
P(A  B) = P(B) P(A  B) เมื่อ P(B)  0  

ตัวอย่าง 1.5.2 สินค้ารุ่นหน่ึงประกอบด้วยสินค้าที่มีข้อบกพร่อง 20 ชิ้น และสินค้าที่มีสภาพดี 80 ชิ้น  
ถ้าเลือกของมา 2 ช้ิน ทีละชิ้นโดยวิธีสุ่ม โดยของช้ินแรกที่หยิบมาไม่ได้ใส่กลับคืนก่อนหยิบชิ้นที่สอง  
จงหาความน่าจะเป็นที่จะพบของที่มีข้อบกพร่องทั้ง 2 ช้ิน 
วิธีทํา ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่พบของชิ้นแรกมีข้อบกพร่อง 
B เป็นเหตุการณ์ที่พบของช้ินที่สองมีข้อบกพร่อง 
เพราะฉะนั้นความน่าจะเป็นที่จะพบของที่มีข้อบกพร่องทั้ง 2 ชิ้น = P(A  B) 
P(A  B) = P(A) P(B  A) = ( 20

100
)( 19

99
) = 19

495
                       

จากตัวอย่าง 1.5.2 ถ้าหยิบของช้ินแรกมาตรวจสภาพแล้ววางกลับที่เดิม แล้วหยิบชิ้นท่ีสองมาโดยวธิีสุ่ม  
ความน่าจะเป็นที่จะพบของชิ้นที่สองมีข้อบกพร่อง = 20

100
 

เพราะฉะนั้น P(B  A) = P(B) 

ในกรณีน้ีเรากล่าวว่า เหตุการณ์ B เป็นอิสระจากเหตุการณ์ A (event B is independent of event A) 

บทนิยาม 1.5.2 เหตุการณ์ B เป็นอิสระจากเหตุการณ์ A ก็ต่อเมื่อ P(B  A) = P(B) 
หรืออาจจะกล่าวว่า เหตุการณ์ B เป็นอิสระจากเหตุการณ์ A เมื่อการเกิดข้ึนของเหตุการณ์ A ไม่มีผลต่อการเกิดข้ึน
ของเหตุการณ์ B  

จากบทนิยาม 1.5.2 จะได้ว่า 
ถ้าเหตุการณ์ A เป็นอิสระจากเหตุการณ์ B แล้ว เหตุการณ์ A จะเป็นอิสระจากเหตุการณ ์B ด้วย 
ถ้าเหตุการณ์ A เป็นอิสระจากเหตุการณ์ B แล้ว เหตุการณ์ A จะเป็นอิสระจากเหตุการณ ์B ด้วย 
ถ้าเหตุการณ์ A เป็นอิสระจากเหตุการณ์ B แล้ว เหตุการณ์ B จะเป็นอิสระจากเหตุการณ์ A ซ่ึงในกรณีน้ีเรากล่าววา่ 
เหตุการณ์ A และ B เป็นอิสระต่อกัน (event A and B are independent) 
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ทฤษฎีบท 1.5.2 ทฤษฎีการคูณของความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ 2 เหตุการณ์ ที่เป็นอิสระต่อกัน 
เหตุการณ์ A และ B เป็นอิสระต่อกัน ก็ต่อเมื่อ P(A  B) = P(A) P(B) 
ข้อพิสูจน์ จากทฤษฎีบท 1.5.2 P(A  B) = P(A) P(B  A) 
ถ้า A และ B เป็นอิสระต่อกัน แล้ว P(B  A) = P(B) 
เพราะฉะนั้น P(A  B) = P(A) P(B)                          

ในกรณีที่มีเหตุการณ์ที่เป็นอิสระต่อกัน n เหตุการณ์  

ให้ 1A , 2A , ... , nA  เป็นเหตุการณ์ที่เป็นอิสระต่อกัน 
เราสามารถขยายผลของทฤษฎบีท 1.5.2 ได้ดังนี้ 
P( 1A   2A   ...  nA ) = P( 1A ) P( 2A ) ... P( nA ) 

ตัวอย่าง 1.5.3 เมื่อหยิบไพ่ 3 ใบ จากสํารับซ่ึงมี 52 ใบ โดยหยิบมาทีละใบ  
จงหาความน่าจะเป็นที่จะได้ “A” ท้ัง 3 ใบ ถ้า  
ก. หยิบไพ่แล้วใส่กลับคืนสํารับก่อนหยิบไพ่ใบต่อไป 
ข. หยิบไพ่แล้วไม่ใส่กลับคืนสํารับก่อนหยิบไพ่ใบต่อไป 
วิธีทํา  
ให้ 1E , 2E  และ 3E  เป็นเหตุการณ์ที่ได้ “A” ในการหยิบไพ่ครั้งแรก ครั้งที่สอง และครั้งท่ีสาม ตามลําดับ 
ก. เมื่อหยิบไพ่แล้วใส่กลับคืนสํารับก่อนการหยิบไพ่ใบต่อไป  
เพราะฉะนั้น 1E  , 2E  และ 3E  เป็นอิสระต่อกัน 
เพราะฉะนั้น P( 1E   2E   3E ) = P( 1E ) P( 2E ) P( 3E )  
= ( 4

52
)( 4

52
)( 4

52
)  

= 1
2197

  

ข. เม่ือหยิบไพ่แล้วไม่ใส่กลับคืนสํารับก่อนหยิบไพ่ใบต่อไป 
เพราะฉะนั้น P( 1E   2E   3E ) = P( 1E ) P( 2E   1E ) P( 3E   ( 1E   2E ))  
= ( 4

52
)( 3

51
)( 2

50
) 

= 1
5575

                                      
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ตัวอย่าง 1.5.4 ทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน สองครั้ง  
จงหาความน่าจะเป็นที่ได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 และ 11  
หมายเหตุ การทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน ครั้งที่ 1 ผลบวกแต้มอาจมีค่าเป็น 2, 3, 4, ... , 12 
การทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 2 ลูกพร้อมกัน ครั้งท่ี 2 ผลบวกแต้มอาจมีค่าเป็น 2, 3, 4, ... , 12 
การทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน สองครั้ง เหตุการณ์ที่ได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 และ 11 คือ  
  ผลบวกแต้มของการทอดลูกเต๋าครั้งท่ี 1 เป็น 5 และ ผลบวกแต้มของการทอดลูกเต๋าครั้งที่ 2 เป็น 11 
หรือ  ผลบวกแต้มของการทอดลูกเต๋าครั้งท่ี 1 เป็น 11 และ ผลบวกแต้มของการทอดลูกเต๋าครั้งที่ 2 เป็น 5 
วิธีทํา ตัวอยา่งของผลการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน สองครั้ง เช่น 
((1, 1), (1, 1)), ((1, 1), (1, 2)), ((1, 1), (1, 3)), ((1, 1), (1, 4)), ((1, 1), (1, 5)), ((1, 1), (1, 6)), ... 
ให้ 1A  เป็นเหตุการณ์ที่ได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูก ครั้งที่หนึ่ง 
 ตัวอย่างสมาชิกของ 1A  เช่น ((1, 4), (1, 1)), ((2, 3), (1, 1)), ((3, 2), (1, 1)), ((1, 4), (1, 4)), ... 

2A  เป็นเหตุการณ์ที่ได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูก ครั้งที่สอง 
 ตัวอย่างสมาชิกของ 2A  เช่น ((1, 1), (1, 4)), ((1, 1), (4, 1)), ((1, 1), (2, 3)), ((1, 4), (1, 4)),  ... 

1B  เป็นเหตุการณ์ที่ได้ผลรวมของแต้มเป็น 11 ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูก ครั้งที่หน่ึง 
 ตัวอย่างสมาชิกของ 1B  เช่น ((5, 6), (1, 1)), ((5, 6), (1, 2)), ((6, 5), (1, 3)), ((5, 6), (5, 6)), ... 

2B  เป็นเหตุการณ์ที่ได้ผลรวมของแต้มเป็น 11 ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูก ครั้งที่สอง 
 ตัวอย่างสมาชิกของ 2B  เช่น ((1, 1), (5, 6)), ((1, 2), (5, 6)), ((1, 3), (5, 6)), ((5, 6), (5, 6)), ... 
เหตุการณ์ที่ผลรวมของแต้มเป็น 5 และ 11 มี 2 เหตุการณ์คือ 1A   2B  หรือ 2A   1B   
และ ( 1A   2B )  ( 2A   1B ) =                       ... (1) 
เพราะว่า เหตุการณ์ 1A  และ 2B  เป็นอิสระต่อกัน เพราะฉะน้ัน P( 1A   2B ) = P( 1A ) P( 2B )     ... (2) 
เพราะว่า เหตุการณ์ 2A  และ 1B  เป็นอิสระต่อกัน เพราะฉะน้ัน P( 2A   1B ) = P( 2A ) P( 1B )     ... (3) 
ความน่าจะเป็นที่ได้ผลรวมของแต้มเป็น 5 และ 11 เท่ากับ 
P(( 1A   2B )  ( 2A   1B ))  
= P( 1A   2B ) + P( 2A   1B ) – P(( 1A   2B )  ( 2A   1B )) 
= P( 1A   2B ) + P( 2A   1B ) – P()         (จาก (1)) 
= P( 1A   2B ) + P( 2A   1B ) 
= P( 1A ) P( 2B ) + P( 2A ) P( 1B )            (จาก (2) และ (3)) 
= ( 4

36
)( 2

36
) + ( 4

36
)( 2

36
) 

= 1
81

                                     
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ให้ A เป็นเหตุการณ์ของปริภูมิตัวอย่าง S และ { 1B , 2B , 3B  } เป็นเซตของผลแบ่งกั้นของ S  
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.10 
A = A  S 
A = A  ( 1B   2B   3B ) 
A = (A  1B )  (A  2B )  (A  3B )  
เพราะว่า { 1B , 2B , 3B  } เป็นเซตของผลแบ่งกั้นของ S 
เพราะฉะนั้น A  1B , A  2B , A  3B  เป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดข้ึนร่วมกันเป็นคู ่ๆ (pairwise mutually 
exclusive) 
เพราะฉะนั้น P(A) = P(A  1B ) + P(A  2B ) + P(A  3B )  
เพราะว่า P(A  jB ) = P( jB ) P(A  jB ) ทุกค่า j = 1, 2, 3 
เพราะฉะนั้น P(A) = P( 1B ) P(A  1B ) + P( 2B ) P(A  2B ) + P( 3B ) P(A  3B )  
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กรณีท่ัวไป 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ของปริภูมิตัวอย่าง S และ { 1B , 2B , ... , nB  } เป็นเซตของผลแบ่งกั้นของ S  
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.11 
เพราะว่า A = A  S 
A = A  ( 1B   2B   ...  nB ) 
เพราะฉะนั้น A = (A  1B )  (A  2B )  ...  (A  nB ) ซ่ึงบางเซต A  iB  อาจเป็นเซตว่าง 
เพราะว่า { 1B , 2B , ... , nB  } เป็นเซตของผลแบ่งกั้นของ S  
เพราะฉะนั้น A  1B , A  2B , ... , A  nB  เป็นเหตุการณ์ที่ไม่เกิดข้ึนร่วมกนัเป็นคู่ ๆ (pairwise mutually 
exclusive) 
เพราะฉะนั้น P(A) = P(A  1B ) + P(A  2B ) + ... + P(A  nB ) 
เพราะว่า P(A  jB ) = P( jB ) P(A  jB ) ทุกค่า j = 1, 2, ... , n 
เพราะฉะนั้น P(A) = P( 1B ) P(A  1B ) + P( 2B ) P(A  2B ) + ... + P( nB ) P(A  nB )  

สรุปเป็นทฤษฎดัีงนี้ 

ทฤษฎีบท 1.5.3 ให้ { 1B , 2B , ... , nB  } เป็นเซตผลแบ่งกั้นของปริภูมิตัวอย่าง S  
และ P( iB )  0 ทุก ๆ ค่าของ i = 1, 2, ... , n  
ถ้า A เป็นเหตุการณ์ของปริภูมิตัวอย่าง S  
แล้ว P(A) = 

  

n

i 1
 P( iB ) P(A  iB ) 
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ตัวอย่าง 1.5.5 กล่องใบหนึ่งมีสินค้า 100 ชิ้น ประกอบด้วยสินค้าที่อยู่ในสภาพดี 80 ชิ้น และสินค้ามีข้อบกพร่อง 20 
ชิ้น หยิบสินค้ามา 2 ชิ้น โดยวิธีสุ่มโดยไม่ได้ใส่ของช้ินแรกกลับที่เดิมก่อนหยิบชิ้นที่สอง 
ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่ของชิ้นแรกที่หยบิมาตรวจพบวา่มีข้อบกพร่อง 
B เป็นเหตุการณ์ที่ของชิ้นที่สองที่หยิบมาตรวจพบวา่มีข้อบกพร่อง 
จงหา P(B)  
วิธีทํา เพราะว่า B = (B  A)  (B  A) 
เพราะฉะนั้น P(B) = P((B  A)  (B  A)) 
= P(B  A) + P(B  A) 
= P(A) P(B  A) + P(A) P(B  A) 
= ( 20

100
)( 19

99
) + ( 80

100
)( 20

99
) 

= 
5
1                                      
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ตัวอย่าง 1.5.6 โรงงานแห่งหนึ่งมีเครื่องจักร 3 เครื่อง A, B และ C ซ่ึงสามารถผลิตสินค้าได้ 50%, 30% และ 20% 
ของปริมาณสินค้าทั้งหมดที่ผลิตจากโรงงานแห่งนี้ ตามลําดับ เปอร์เซ็นต์ของสินค้าที่พบข้อบกพร่องซ่ึงผลิตโดย
เครื่องจักรท้ังสามเครื่องคือ 3%, 4% และ 5% ตามลําดับ ถ้าเลือกสินค้าชิ้นหนึ่งโดยวธิีสุ่มแล้วตรวจสภาพ จงหา
ความน่าจะเป็นท่ีของชิ้นนี้จะมีข้อบกพร่อง 
วิธีทํา ให้ A, B และ C เป็นเหตุการณท์ี่สินค้าผลิตจากเครื่องจักร A, B และ C ตามลําดับ 
เพราะฉะนั้น { A, B, C } เป็นผลแบ่งกั้นของ S 
ให้ D เป็นเหตุการณ์ที่ตรวจพบว่าสินค้าท่ีหยิบมามีข้อบกพร่อง 
เพราะว่าเครือ่ง A, B และ C ซ่ึงสามารถผลิตสินค้าได้ 50%, 30% และ 20% 
เพราะฉะนั้น P(A) = 0.50, P(B) = 0.30 และ P(C) = 0.20 
เพราะว่าเปอร์เซ็นต์ของสินค้าท่ีพบข้อบกพร่องซ่ึงผลิตโดยเครื่องจักร A, B และ C คือ 3%, 4% และ 5% ตามลําดับ 
เพราะฉะนั้น P(D  A) = 0.03, P(D  B) = 0.04 และ P(D  C) = 0.05 
พิจารณาแผนภาพต้นไม้ของความน่าจะเป็นและแผนภาพของเวนน์ได้ดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.12 
เพราะว่า S = A  B  C และ D = (D  A)  (D  B)  (D  C)  
เพราะฉะนั้น P(D) = P((D  A)  (D  B)  (D  C)) 
= P(D  A) + P(D  B) + P(D  C)  
= P(A) P(D  A) + P(B) P(D  B) + P(C) P(D  C) 
= (0.50)(0.03) + (0.30)(0.04) + (0.20)(0.05)  
= 0.037                                   
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1.6 กฎของเบส์ (Bayes’ Rule) 
ทฤษฎีบท 1.6.1 (กฎของเบส์)  
ให้ { 1B  , 2B  , ... , nB  } เป็นผลแบ่งกั้นของปริภูมิตัวอย่าง S ซ่ึง P( iB )  0 ทุกค่า i = 1, 2, 3, ... , n 
ถ้า A เป็นเหตุการณ์ของปริภูมิตัวอย่าง S และ P(A)  0 
แล้ว P( kB   A) = k k

n

i i
i = 1

P(B )P(A | B )

P(B )P(A | B )
 ทุกค่า k = 1, 2, 3, ... , n 

ข้อพิสูจน์ P( kB   A) = kP(B A)

P(A)

  
= k

n

i
i = 1

P(B A)

P(B A)




 

= k k
n

i i
i = 1

P(B )P(A | B )

P(B )P(A | B )
                               

ตัวอย่าง 1.6.1 จากตัวอยา่ง 1.5.6 ถ้าเลือกสินค้ามาช้ินหนึ่งโดยวธิีสุ่ม และพบว่าสินค้าชิ้นนัน้มีข้อบกพร่อง  
จงหาความน่าจะเป็นที่สินค้าชิ้นน้ันผลิตโดยเครื่องจักร A  
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.13 
วิธีทํา P(A  D) = P(D A)

P(D)
  

= P(A)P(D | A)
P(A)P(D | A) P(B)P(D | B) P(C)P(D | C) 

 
= (0.50)(0.03)

(0.50)(0.03) (0.30)(0.04) (0.20)(0.05) 
  

= 15
37

                                    
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ตัวอย่าง 1.6.2 ในเทศกาลปีใหม่ ร้านค้าแห่งหนึ่งจัดผู้ห่อของขวัญไว้ 3 คน คือ กันยา ขนิษฐา และพาณี กันยาห่อ
ของขวัญ 40% ของของขวัญทั้งหมดและลืมเอาป้ายติดราคาออกก่อนห่อของ 1 ใน 50 ครั้ง ขนษิฐาห่อของขวัญ 
30% ของของขวัญทั้งหมดและลืมเอาป้ายออกก่อนห่อ 1 ใน 10 ครั้ง พาณซ่ึีงห่อของขวัญที่เหลือและลืมเอาป้ายออก
ก่อนห่อ 1 ใน 20 ครั้ง สมมติมีลูกค้าคนหน่ึงมาต่อว่าที่ร้านว่าไม่ได้เอาป้ายติดราคาออกก่อนห่อของขวัญ จงหาความ
น่าจะเป็นที่ของขวญัช้ินนั้นห่อโดยกันยา 
วิธีทํา ให้ A, B, C เป็นเหตุการณ์ท่ีของขวัญชิ้นหนึ่งห่อโดย กันยา ขนิษฐา และ พาณี ตามลําดับ 
E เป็นเหตุการณ์ท่ีผู้ห่อลืมเอาป้ายติดราคาออกก่อนห่อของขวัญ 
เพราะว่ากันยาห่อของขวัญ 40% ของของขวัญทั้งหมดและลืมเอาป้ายติดราคาออกก่อนห่อของ 1 ใน 50 ครั้ง 
เพราะฉะนั้น P(A) = 0.40 และ P(E  A) = 0.02 
เพราะว่าขนิษฐาห่อของขวัญ 30% ของของขวัญทั้งหมดและลืมเอาป้ายออกกอ่นห่อ 1 ใน 10 ครั้ง 
เพราะฉะนั้น P(B) = 0.30 และ P(E  B) = 0.10 
เพราะว่าพาณีห่อของขวัญที่เหลือและลืมเอาป้ายออกก่อนห่อ 1 ใน 20 ครั้ง 
เพราะฉะนั้น P(C) = 0.30 และ P(E  C) = 0.05 
พิจารณาแผนภาพต้นไม้ของความน่าจะเป็นและแผนภาพของเวนน์ได้ดังนี้ 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1.14 
P(A  E) = P(A E)

P(E)
  

= P(A)P(E | A)
P(A)P(E | A) P(B)P(E | B) P(C)P(E | C) 

 
= (0.40)(0.02)

(0.40)(0.02) (0.30)(0.10) (0.30)(0.05) 
  

= 8
53

                                    
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 ในการโยนเหรียญเทีย่งตรงผลลัพธ์ที่อาจเกิดข้ึน 2 แบบ คือหัวหรือก้อย ปริภูมิตัวอย่างของการโยนเหรยีญ
เท่ียงตรง S = { H, T } แต่ในการโยนเหรียญครั้งต่อไปไม่รู้ว่าจะได้หัวหรือก้อย การทดลองทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก
จะได้ปริภูมิตัวอย่างของแต้มลูกเต๋าเป็น S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } แต่ในการทอดลูกเต๋าครั้งต่อไปไม่รู้ว่าจะได้แต้ม
เท่าใด ในการทดลองทางสถิติ คําว่า การลองสุ่ม (random trial) ได้แก่การกระทําใด ๆ ที่ผู้กระทําไม่สามารถทราบ
ผลลัพธ์ล่วงหน้าจนกว่าจะได้ทําเสร็จส้ินไปแล้วจึงจะทราบผลลัพธ์ที่ถูกต้อง 

การทดลองโยนเหรียญเท่ียงตรง 1 อัน 3 ครั้ง กรณีไม่คํานึงถึงรายละเอียดว่าหัวจะข้ึนเป็นอันดับที่เท่าใดและสนใจ
เฉพาะจํานวนหัวทั้งหมดท่ีข้ึนจากการโยนเหรียญ 3 ครั้ง จะเห็นว่าจํานวนหัวอาจมีค่าเป็น 0, 1, 2 หรือ 3 ซ่ึงเป็นผล
ท้ังหมดเท่าท่ีจะเป็นไปได้ของการลองสุ่ม ปริภูมิตัวอย่างของการทดลองสุ่มนี้ คือ 
S = { T T T, T T H, T H T, H T T, T H H, H T H, H H T, H H H } 
เม่ือ H แทนการข้ึนหัว และ T แทนการข้ึนก้อย จากการโยนเหรียญ 

สมมติให้ X เป็นจํานวนหัวที่ข้ึนเม่ือโยนเหรียญเทีย่งตรง 1 อัน 3 ครั้ง ค่าของ X ท่ีเป็นไปได้คือ 0, 1, 2, 3 
การทดลองทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 5 ครั้ง  
S = { ( 1x , 2x , 3x , 4x , 5x )  ix  เป็นแต้มลูกเต๋าของการทอดครั้งที ่i, i = 1, 2, 3, 4, 5 } 
S = { (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 2) , ... , (6, 6, 6, 6, 5), (6, 6, 6, 6, 6) } 

กรณีท่ีเราไมค่ํานึงถึงรายละเอียดว่าแต้มที่ข้ึนเป็นอันดับที่เท่าใด  
ถ้าสนใจเฉพาะจํานวนลูกเต๋าท่ีข้ึนแต้ม 6 แล้วจํานวนลูกเต๋าท่ีข้ึนแต้ม 6 อาจมคี่าเป็น 0, 1, 2, 3, 4 หรือ 5  
สมมติให้ X จํานวนลูกเต๋าท่ีข้ึนแต้ม 6 เพราะฉะนัน้ค่าของ X ที่เป็นไปได้ คือ 0, 1, 2, 3, 4, 5 

การทดลองหยบิลูกบอลพร้อมกัน 4 ลูก จากกล่องที่มีลูกบอลสีดํา 6 ลูก และลูกบอลสีขาว 10 ลูก  
ถ้าเราสนใจเฉพาะจํานวนลูกบอลสีดําที่ได้ แล้วจะเห็นว่าจํานวนลูกบอลสีดําอาจมีค่าเป็น 0, 1, 2, 3 หรือ 4 
สมมติให้ X จํานวนลูกบอลสีดําท่ีได้ 
เพราะฉะนั้นค่าของ X ที่เป็นไปได้ คือ 0, 1, 2, 3, 4 
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2.1 ตัวแปรสุ่ม (Random Variables) 
บทนิยาม 2.1.1 ให้ S เป็นปริภูมิตัวอย่าง ตวัแปรสุ่ม คือฟังก์ชันที่มีค่าเป็นจํานวนจริง (real – valued function) 
ซ่ึงกําหนดโดยแต่ละสมาชิกในปริภูมิตัวอย่าง กล่าวคอื X : S  R 
ตัวอย่างเช่น ปริภูมิตัวอย่างของการโยนเหรยีญเทีย่งตรง 1 อัน 3 ครั้ง 
S = { T T T, T T H, T H T, H T T, T H H, H T H, H H T, H H H } 
ตัวแปรสุ่ม X : S  R  
กําหนดโดย X(s) = จํานวนหัวของสมาชิก s ของ S 
เช่น X(T T T) = 0, X(T T H) = 1, ... , X(H H H) = 3 
จากตัวอย่างที่กล่าวข้างต้น X เป็นฟังก์ชันท่ีเรียกวา่ ตัวแปรสุ่ม 
X จะมีค่าเป็น 0 ก็ต่อเม่ือ ผลการทดลองเป็น T T T 
X จะมีค่าเป็น 1 ก็ต่อเม่ือ ผลการทดลองเป็น T T H, T H T หรือ H T T 
X จะมีค่าเป็น 2 ก็ต่อเมื่อ ผลการทดลองเป็น T H H, H T H หรือ H H T 
X จะมีค่าเป็น 3 ก็ต่อเมื่อ ผลการทดลองเป็น H H H 
ค่า X ท่ีได้อาจเป็น 0, 1, 2 หรือ 3 ต่างก็เป็นจํานวนจริงและมีค่าได้เมื่อการทดลองเกดิผลดังกล่าว 
เพราะฉะนั้น X เป็นฟังก์ชันท่ีมีค่าเป็นจํานวนจริง ซ่ึงกําหนดโดยสมาชกิของปริภูมิตัวอย่างน้ี 
เรานิยมเขียนอักษรตัวใหญ่แทนตัวแปรสุ่มเช่น X, Y, Z และ อักษรตัวเล็กแทนค่าของตัวแปรสุ่มเช่น x, y, z 

ตัวอย่าง 2.1.1 หยิบลูกบอลอย่างสุ่มทีละหน่ึงลูก 2 ครั้ง โดยหยบิแล้วไม่ใส่คืน จากกล่องที่มีลูกบอลสีแดง 4 ลูกและ
สีขาว 3 ลูก ให้ X เป็นจํานวนลูกบอลสีแดงที่หยิบได้ จงแสดงว่า X เป็นตัวแปรสุ่ม 
วิธีทํา ปริภูมิตัวอย่างคือ S = { (a, b) | a, b เป็นสีของลูกบอลในการหยิบครัง้ที่ 1 และ 2 } 
เพราะฉะนั้น S = { (แดง, แดง), (แดง, ขาว), (ขาว, แดง), (ขาว, ขาว) }  
ให้ X คือจํานวนลูกบอลสีแดงที่หยิบได้ 
X มีค่าเป็น 0, 1, 2 
X มีค่าเป็น 0 เมื่อหยิบได้ (ขาว, ขาว) 
X มีค่าเป็น 1 เมื่อหยิบได้ (ขาว, แดง) หรือ (แดง, ขาว) 
X มีค่าเป็น 2 เมื่อหยิบได้ (แดง, แดง) 
ค่า X ที่ได้อาจเป็น 0, 1, 2 ต่างก็เป็นจํานวนจริงและมีค่าได้เมื่อการทดลองเกิดผลดังกล่าว 
เพราะฉะนั้น X เป็นฟังก์ชันที่มีค่าเป็นจํานวนจริง ซ่ึงกําหนดโดยสมาชกิของปริภูมิตัวอย่าง S 
เพราะฉะนั้น X เป็นตัวแปรสุ่ม                            
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 ตัวแปรสุ่มมี 2 ชนิด คือ ตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง (discrete random variable) และ ตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง 
(continuous random variable) 

ตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง (discrete random variable) 
 ตัวแปรสุ่ม X เป็น ตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนือ่ง ถ้า X มีค่าเป็นจํานวนที่นับได้ถ้วน หรือ X มีค่าเป็นจํานวนที่จับคู่ชนิด
หนึ่งต่อหน่ึงกับจํานวนเต็มบวกท้ังหมดได้ ปริภูมิตัวอย่างท่ีมีจุดตัวอย่างเป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง เรียกว่า ปรภิูมิ
ตัวอย่างไม่ตอ่เนื่อง (discrete sample space) ตัวอย่างเช่น 
1. ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก จนกระทั่งหน้า 5 ข้ึนเป็นครั้งแรก  
ให้ลูกเต๋าข้ึนหน้า 5 ครั้งแรก ในการทอดครั้งท่ี x  
เพราะฉะนั้น X เป็นตัวแปรสุ่มที่มีค่าเป็น 1, 2, 3, 4, ... เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
2. ในการโยนเหรียญเทีย่งตรง 5 อันพร้อมกัน ให้ X แทนจํานวนหัวที่ได้ 
เพราะฉะนั้น X เป็นตัวแปรสุ่มที่มีค่าเป็น 0, 1, 2, 3, 4, 5  
เพราะฉะนั้น X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 
3. ในการหยบิลูกแก้ว 8 ลูกออกมาพร้อมกันจากกล่องที่มีลูกแก้วสีดํา 10 ลูก และลูกแก้วสีขาว 15 ลูก  
ให้ X แทนจํานวนลูกแก้วสีดําท่ีได้  
เพราะฉะนั้น X เป็นตัวแปรสุ่มที่มีค่าเป็น 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8  
เพราะฉะนั้น X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

ตัวแปรสุ่มตอ่เนื่อง (continuous random variable) 
 ตัวแปรสุ่ม X เป็น ตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง ถ้า X มีค่าต่อเนื่องกันได้หลายค่านับไม่ถ้วน ปริภูมิตัวอย่างท่ีมีจุดตัวอย่าง
เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง เรียกว่า ปรภิูมิตัวอย่างต่อเนื่อง (continuous sample space)  
ตัวอย่างเช่น 
1. t เป็นอายุการใช้งานของหลอดภาพโทรทัศน์ เพราะฉะน้ัน t มีค่ามากกวา่ 0  
ปริภูมิตัวอย่าง S = { t  t  0 } เป็นปริภูมิตัวอย่างต่อเนื่อง 
2. x เป็นจํานวนจริงที่สุ่มเลือกมาจากช่วง [0, 1] 
ปริภูมิตัวอย่าง S = { x  0  x  1 } เป็นปริภูมิตัวอย่างต่อเน่ือง 
3. w เป็นน้ําหนักของเด็กแรกเกิดในกรุงเทพมหานคร เพราะฉะน้ัน w มีค่ามากกว่า 0  
ปริภูมิตัวอย่าง S = { w  w  0 } เป็นปริภูมิตัวอย่างต่อเนื่อง 



บทท่ี 2 ตัวแปรสุ่ม 

 

44

2.2 การแจกแจงความน่าจะเป็นไม่ต่อเนื่อง (Discrete Probability Distributions) 
ให้ X = 1x , 2x , 3x , ... เป็นตัวแปรสุ่ม จะได้ว่า P(X = ix ) = f( ix ) เป็นค่าคงที่เสมอ  
การหา f(x) สามารถหาได้ในรูปแบบของสูตรหรอืรูปแบบตารางแจกแจงความน่าจะเป็น 

ตัวอย่าง 2.2.1 โยนเหรยีญเท่ียงตรง 1 อัน 3 ครั้ง  
ให้ X แทนจํานวนหัวที่ข้ึน 
เพราะฉะนั้น X เป็นตัวแปรสุ่ม  
P(เหรียญข้ึนหัว H) = P(เหรียญข้ึนก้อย T) = 1

2
 ผลการโยนจะมีแบบต่าง ๆ กันดังนี้ 

ผลท่ีได ้ x 

T T T 0 

T T H 1 

T H T 1 

H T T 1 

T H H 2 

H T H 2 

H H T 2 

H H H 3 

ให้ P(X = x) = f(x) จากตารางจะได้ 
P(X = 0) = f(0) = 1

8
 

P(X = 1) = f(1) = 3
8
 

P(X = 2) = f(2) = 3
8
 

P(X = 3) = f(3) = 1
8
                                    
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บทนิยาม 2.2.1 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องที่มีค่าเป็น 1x , 2x , 3x , ... , nx , ... ด้วยความน่าจะเป็น f( 1x ), f( 2x ), 
f( 3x ), ... , f( nx ), ... ตามลําดับ  
ถ้าเหตุการณ์ A เป็นสับเซตของเซต { 1x , 2x , 3x , ... , nx , ... } 
แล้ว P(X  A) = 

  x A
 f(x) 

บทนิยาม 2.2.2 ฟังก์ชัน f(x) เป็น ฟังก์ชันความน่าจะเป็น (probability function) หรือ การแจกแจงความน่าจะ
เป็น (probability distribution) ของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง X ถ้า  

1. f(x)  0 ทุกค่า x 
2. 

  x RX
 f(x) = 1 เมื่อ XR  เป็นพิสัย (เซตของค่าท่ีเป็นไปได้ทั้งหมด) ของตัวแปรสุ่ม X  

3. P(X = x) = f(x) ทุกค่า x 
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ตัวอย่าง 2.2.2 ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูก ให้ X เป็นจํานวนลูกเต๋าที่ข้ึนหน้า 1 หรือหน้า 2  
จงสร้างตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X 
วิธีทํา เพราะว่า X เป็นจํานวนลูกเต๋าท่ีข้ึนหน้า 1 หรือหน้า 2 เพราะฉะนั้น X มีค่า 0, 1 หรือ 2   
ลูกเต๋าแต่ละลูกมี 6 หน้า จํานวนวธิีที่ลูกเต๋า 2 ลูกจะข้ึนหน้าต่าง ๆ กันมีท้ังหมด = 26  = 36 วิธ ี

                    ลูกท่ี 2 
ลูกที่ 1 

1 2 3 4 5 6 

1 (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6) 

2 (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6) 

3 (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6) 

4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6) 

5 (5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6) 

6 (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6) 

x = 0 เมื่อลูกเต๋าไม่ข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เลย 
จํานวนวธิีที่ลูกเต๋าทั้งสองลูกไม่ข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เลยมี 16 วิธี    P(X = 0) = f(0) = 16

36
 = 4

9
  

x = 1 เมื่อลูกเต๋าข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เพียงลูกเดียว 
ลูกเต๋าข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เพียงลูกเดียว มี 16 วิธ ี       P(X = 1) = f(1) = 16

36
 = 4

9
 

x = 2 เมื่อลูกเต๋าท้ังสองลูกข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เท่าน้ัน 
จํานวนวธิีที่ลูกเต๋าทั้งสองลูกข้ึนหน้า 1 หรือ 2 เท่านั้นมี 4 วิธี    P(X = 2) = f(2) = 4

36
 = 1

9
 

เพราะฉะนั้นตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ 

x 0 1 2 รวม 

ความน่าจะเป็นของ X = x 4
9
 4

9
 1

9
 1 

 
                                     
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ตัวอย่าง 2.2.3 ในการโยนเหรียญเทีย่งตรง 5 อันพร้อมกัน ให้ X เป็นจํานวนหัวที่ข้ึน  
จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X 
วิธีทํา ปริภมูิตัวอย่างซ่ึงเกิดจากการโยนเหรียญเท่ียงตรง 5 อันพร้อมกัน มีจํานวนสมาชิกเท่ากับจํานวนวธิีทั้งหมดท่ี
เหรียญท้ัง 5 อันจะข้ึนแบบต่าง ๆ กัน = 52  = 32 วิธ ี
เพราะว่า X เป็นจํานวนหัวที่ข้ึน เพราะฉะน้ัน X เป็นตัวแปรสุ่มมีค่าเป็น X = 0, 1, 2, 3, 4, 5  
จํานวนวธิีที่ข้ึนหัว x ครั้ง =  5

x  เมื่อ x = 0, 1, 2, 3, 4, 5 

เพราะฉะนั้น P(X = x) = f(x) =  5
x
32

 เมื่อ x = 0, 1, 2, 3, 4, 5 
เพราะฉะนั้นตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ 

x 0 1 2 3 4 5 รวม 

f(x) 1
32

 5
32

 10
32

 10
32

 5
32

 1
32

 1 

                                     
การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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ตัวอย่าง 2.2.4 ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกบอลสีดํา 3 ลูก สีแดง 2 ลูก สีขาว 5 ลูก หยิบลูกบอล 1 ลูกอย่างสุ่ม 
ให้ x = 1 เมื่อลูกบอลท่ีหยิบได้เป็นสีดํา 
x = 2 เมื่อลูกบอลที่หยิบได้เป็นสีแดง 
x = 3 เมื่อลูกบอลที่หยิบได้เป็นสีขาว 
จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X 
วิธีทํา  
มีลูกบอลในถุงมีทั้งหมด 10 ลูก หยิบลูกบอล 1 ลูกอยา่งสุ่ม  
ให้ S = ปริภมิูตัวอย่างของการหยิบลูกบอล 1 ลูก จากลูกบอลทั้งหมด 10 ลูก  
เพราะฉะนั้นจํานวนสมาชิกของ S เท่ากับ  10

1  = 10 
จํานวนวธิีหยบิลูกบอลสีดํา 1 ลูก จากลูกบอลสีดํา 3 ลูก =  3

1  = 3 
P(X = 1) = f(1) = 3

10
 = 0.3 

จํานวนวธิีหยบิลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง 2 ลูก =  2
1  = 2  

P(X = 2) = f(2) = 2
10

 = 0.2 
จํานวนวธิีหยบิลูกบอลสีขาว 1 ลูก จากลูกบอลสีขาว 5 ลูก =  5

1  = 5   
P(X = 3) = f(3) = 5

10
 = 0.5 

เพราะฉะนั้นตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ 

x 1 2 3 

f(x) 0.3 0.2 0.5 
 
                                     
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บทนิยาม 2.2.3 การแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง X ซ่ึงมีการแจกแจงความน่าจะเป็น f(x) 
คือ F(x) = P(X  x) = 

t   x
 f(t) 

และ P(a  X  b) = F(b) – F(a) 

ตัวอย่าง 2.2.5 จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของตัวแปรสุ่ม X ในตัวอย่าง 2.2.3 
วิธีทํา  
F(0) = P(X = 0) = f(0) = 1

32
  

F(1) = P(X  1) = f(0) + f(1) = 6
32

 
F(2) = P(X  2) = f(0) + f(1) + f(2) = 16

32
  

F(3) = P(X  3) = 
  

3

x 0
 f(x) = 26

32
  

F(4) = P(X  4) = 
  

4

x 0
 f(x) = 31

32
  

F(5) = P(X  5) = 
  

5

x 0
 f(x) = 1 

ความน่าจะเป็นสะสมของตัวแปรสุ่ม X คือ F(x) = 







































5xเม่ือ1

5x4เม่ือ32
31

4x3เม่ือ32
26

3x2เม่ือ32
16

2x1เม่ือ32
6

1x0เม่ือ32
1

0xเม่ือ0

  

  

   

   

   

   

   

  

              
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กราฟของความน่าจะเปน็ของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนือ่ง 

ให้ X = 0, 1, 2, 3, 4, 5 และ P(X = x) = f(x) =  5
x
32

 จะได้การแจกแจงความน่าจะเป็นของ X ดังนี้ 

x 0 1 2 3 4 5 รวม 

f(x) 1
32

 5
32

 10
32

 10
32

 5
32

 1
32

 1 

การนําเสนอการแจกแจงความน่าจะเป็นโดยการเขียนกราฟอาจแสดงด้วย 
1. การเขียนจุด (x, f(x))  
2. แผนภูมิแท่ง (bar chart) 
3. ฮิสโตแกรมความน่าจะเป็น (probability histogram) 
4. ฮิสโตแกรมความน่าจะเป็น (probability histogram) และเช่ือมโยงจดุกึ่งกลางเป็นโค้งของความน่าจะเป็น 
ตัวอย่างเช่น กราฟของการแจกแจงความน่าจะเป็น 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.1 
แผนภูมิแท่ง (bar chart) 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.2 
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ฮิสโตแกรมความน่าจะเป็น (probability histogram) 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.3 
 
ฮิสโตแกรมความน่าจะเป็น (probability histogram) และเช่ือมโยงจุดกึ่งกลางเป็นโค้งของความน่าจะเป็น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.4 
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กราฟของการแจกแจงความน่าจะเป็นสะสม มีลักษณะเป็นฟังก์ชันข้ันบันได (step function) หาได้โดยเขียนจุด  
(x, F(x)) และลากเส้นระดับ ดังรูปท่ี 2.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.5 
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2.3 การแจกแจงความน่าจะเป็นต่อเนื่อง (Continuous Probability Distributions) 
ตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง X มีฟังก์ชัน f ฟังก์ชันหนึ่งซ่ึงทําให้ f(x)  0 สําหรับทุกค่า x ในช่วง (–, ) เรียก f(x) วา่ 
ฟังก์ชันความหนาแน่นของความน่าจะเป็น (probability density function) เขียนย่อวา่ p.d.f. หรือเรียกส้ัน ๆ วา่ 
ฟังก์ชันความน่าจะเป็น และ ถ้า A เป็นเหตุการณ์ แล้ว P(X  A) = 

A
 f(x) dx 

หมายเหตุ  
1. ให้ A = { x  a  x  b } = (a, b) และตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง X มี p.d.f. เป็น f(x)  
จะได้ว่า P(a  X  b) = P(X  A) = 

A
 f(x) dx = b

a
 f(x) dx 

2. ไม่ว่าเซต A จะเป็นช่วงเปิดหรือช่วงปิดหรือช่วงครึ่งเปิดก็ตามคา่ของ b

a
 f(x) dx ก็ยังคงมีค่าเท่าเดิม 

เพราะฉะนั้น P(a  X  b) = P(a  X  b) = P(a  X  b) = P(a  X  b) 

3. P(X = a) = 0 เมื่อ a เป็นจํานวนจรงิ 
4. ถ้า A = { x  –  x   } แล้ว P(X  A) = 

 




 f(x) dx = 1 

บทนิยาม 2.3.1 ฟังก์ชัน f(x) จะเป็นฟังก์ชันความนา่จะเป็นของตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง X ถ้า 
1. f(x)  0 สําหรับทุกค่า x ท่ีเป็นจํานวนจริง 
2. 

 




 f(x) dx = 1 

3. P(a  X  b) = b

a
 f(x) dx 
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ตัวอย่าง 2.3.1 ให้ตัวแปรสุ่ม X มี p.d.f. เป็น f(x) = 




 

ๆมีค่าอ่ืนx  เม่ือ0
4x2เม่ือ2x)(318

1
   

ก. จงหาค่าของ P(2  X  3) 
ข. จงแสดงว่า 

 




 f(x) dx = 1 

วิธีทํา  
ก. P(2  X  3) = 3

2
 f(x) dx  

= 3

2
 1

18
(3 + 2x) dx  

= 1
18

[ 3x + 2x  ]   

  

x 3
x 2

   

= 4
9
 

ข. 
 




 f(x) dx = 

 

2


 f(x) dx + 4

2
 f(x) dx + 

4



 f(x) dx 

= 0 + 4

2
 1

18
(3 + 2x) dx + 0  

= 1
18

[ 3x + 2x  ]   

  

x 4
x 2

  

= 1
18

(28 – 10)  
= 1                                     

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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บทนิยาม 2.3.2 การแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง X ซ่ึงมี p.d.f. เป็น f(x) คือ 
F(x) = P(X  x) = 

 

x


 f(t) dt 

จากนิยามของ F(x) จะได้ P(a  X  b) = F(b) – F(a) และ dF(x)
dx

 = f(x)  
 
ตัวอย่างกราฟของ y = f(x) และ y = F(x) เมื่อ X เป็นตัวแปรสุ่มปกติ 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.6 

ตัวอย่าง 2.3.2 จาก p.d.f. ในตัวอย่าง 2.3.1 จงหา F(x) และ P(2  X  3) 

วิธีทํา F(x) = x

2
 1

18
(3 + 2t) dt           เม่ือ 2  x  4 

= 1
18

[ 3t + 2t  ] t = x
t = 2   

= 1
18

[ (3x + 2x ) – (6 + 4) ] 
= 1

18
( 2x  + 3x – 10) 

เพราะฉะนั้น F(x) = 















4xเมื่อ1
4x2เมื่อ10)3x2(x18

1
2xเมื่อ0

   

เพราะฉะนั้น P(2  X 3) = F(3) – F(2)  
= 1

18
(9 + 9 – 10) – 0  

= 4
9
                                    
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2.4 ค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม 
การกําหนดบทนิยามค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่ม หรือ ค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม ก่อนอ่ืนขอให้ดูตัวอย่างของการทดลอง 
2 แบบ ต่อไปนี้ 

ตัวอย่างการทดลองแบบท่ีหนึ่ง 
กล่องใบหนึ่งมีสลากหมายเลข 1 จํานวน 1 ใบ และมีสลากหมายเลข 2 จํานวน 1 ใบ หยิบสลากออกมา 1 ใบ 
ให้ X = หมายเลขที่ได้  
เพราะฉะนั้น X = 1, 2 
ปัญหาท่ีสําคัญในทางสถิติคือ ตัวแปรสุ่ม X มีค่าเฉล่ียเท่าใด 
เพราะว่า P(X = 1) = P(X = 2) = 0.5 เพราะฉะนั้นตัวแปรสุ่ม X มีค่าเฉล่ียเท่ากับ 1 2

2
  = 1.5 

ตัวอย่างการทดลองแบบท่ีสอง  
กล่องใบหนึ่งมีสลากหมายเลข 1 จํานวน 1 ใบ และมีสลากหมายเลข 2 จํานวน 99 ใบ หยบิสลากออกมา 1 ใบ 
ให้ X = หมายเลขที่ได้  
เพราะฉะนั้น X = 1, 2 
หากเราจะบอกว่าตัวแปรสุ่ม X มีค่าเฉล่ียเท่ากับ 1 2

2
  = 1.5 อาจไม่เหมาะสม เนื่องจาก P(X = 1) = 1

100
  

แต่ P(X = 2) = 99
100

  
เพราะว่า P(X = 1) = 1

100
 เพราะฉะน้ัน x = 1 ถ่วงน้ําหนักด้วยโอกาสเกิดเฉล่ียจะมีค่าเป็น (1)( 1

100
) = 0.01 

เพราะว่า P(X = 2) = 99
100

 เพราะฉะน้ัน x = 2 ถ่วงน้ําหนักด้วยโอกาสเกิดเฉล่ียจะมีค่าเป็น (2)( 99
100

) = 1.98  
เพราะฉะนั้นตัวแปรสุ่ม X มีค่าเฉล่ียเท่ากับ 0.01 + 1.98 = 1.99 

การกําหนดคา่เฉล่ียของตัวแปรสุ่ม หรอื ค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม ใช้บทนิยามดังนี้ 

บทนิยาม 2.4.1 X เป็นตัวแปรสุ่มท่ีมีฟังก์ชันความน่าจะเป็น f(x) ค่าคาดคะเนของ X แทนด้วย E(X) 
กําหนดค่าโดย 
E(X) = 

x
 x f(x) เมื่อ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง 

E(X) = 
 




 x f(x) dx เมื่อ X เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง 

ค่าเฉล่ียของตัวแปรสุ่ม X แทนด้วย  หรือ X  มีค่าเท่ากับ E(X) 

ข้อตกลง 
x
  (x) หมายถึงผลบวก  (x) ทุกค่า x ที่เป็นไปได้ 
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ตัวอย่าง 2.4.1 เลือกกรรมการ 3 คนอยา่งสุ่มจากผู้สมัครทั้งหมด 7 คน ซ่ึงเป็นนักเคมี 4 คน และนักชีววิทยา 3 คน 
จงหาค่าคาดคะเนของจํานวนนักเคมีทีไ่ด้รับเลือกเป็นกรรมการ 

วิธีทํา ให้ X เป็นจํานวนนักเคมีที่ได้รับเลือกเป็นกรรมการ P(X = x) = f(x) =   
 

4 3
x 3 x

7
3

  เมื่อ x = 0, 1, 2, 3 

x 0 1 2 3 รวม 

f(x) 1
35

 12
35

 18
35

 4
35

 1 

x f(x) 0 12
35

 36
35

 12
35

 60
35

 

E(X) = 
  

3

x 0
 x f(x) = 60

35
 = 12

7
 = 1.71428571 

เพราะฉะนั้นในการเลือกกรรมการ 3 คนอยา่งสุ่มจากนักเคมี 4 คนและนักชีววิทยา 3 คน  
จะได้ค่าเฉล่ียของนักเคมีท่ีได้รับเลือกเป็นกรรมการเท่ากับ 1.71428571 คน                 

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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ตัวอย่าง 2.4.2 เล่นเกมโยนเหรยีญเทีย่งตรง 3 อันพร้อมกัน 
ถ้า เหรียญข้ึนหัวทั้งหมด หรือ ก้อยท้ังหมด แล้วผู้เล่นจะได้รับเงิน 5 บาทจากร้านเล่นเกม 
ถ้า เหรียญข้ึนหัว 1 อัน หรือ 2 อัน แล้วผู้เล่นจะจ่าย 3 บาทให้ร้านเล่นเกม 
จงหาค่าคาดคะเนของเงินที่ผู้เล่นจะได้รับจากร้านเล่นเกม 
วิธีทํา ให้ Y เป็นจํานวนเงินที่จะได้รับจากร้านเล่นเกม 
เพราะว่า 
ถ้า เหรียญข้ึนหัวทั้งหมด หรือ ก้อยท้ังหมด แล้วผู้เล่นจะได้รับเงิน 5 บาทจากร้านเล่นเกม 
ถ้า เหรียญข้ึนหัว 1 อัน หรือ 2 อัน แล้วผู้เล่นจะจ่าย 3 บาทให้ร้านเล่นเกม 
เพราะฉะนั้น Y = 5, –3 
P(Y = 5) = f(5) = 2

8
 = 1

4
  

P(Y = –3) = f(–3) = 6
8
 = 3

4
  

E(Y) = (5)(
4
1 ) + (–3)( 3

4
) = –1 

เพราะฉะนั้นในเกมน้ีโดยเฉล่ียแล้วผู้เล่นจะเสียเงิน 1 บาท ในการเล่นแต่ละครั้ง             

หมายเหตุ การเล่นเกมใด ๆ เราจะเรียกว่า เกมยุติธรรม (fair game) ถ้าโดยเฉล่ียแล้วผู้เล่นไม่ได้เปรียบหรอื
เสียเปรียบเลย เพราะฉะนัน้เม่ือค่าคาดคะเนเป็นศูนย์จะหมายถึงเกมยุติธรรม 

ตัวอย่าง 2.4.3 ให้ฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X คือ  

f(x) = 






 
 ๆมีค่าอ่ืน   x   เม่ือ   0

100      xเม่ือ3x
20,000

    

จงหาค่าคาดคะเนของ X  
วิธีทํา E(X) = 

 




 x f(x) dx  

= 
100



 x (
3

20000

x
) dx  

= 
100



 2
20000

x
 dx  

= 200                                   

บทนิยาม 2.4.2 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่ม u(X) เป็นฟังก์ชันของ X จะได้ u(X) เป็นตัวแปรสุ่ม 
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ทฤษฎีบท 2.4.1 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มมีฟังก์ชันความน่าจะเป็น f(x) และตัวแปรสุ่ม u(X) เป็นฟังก์ชันของ X  
ค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม u(X) แทนด้วย E[u(X)]  
กําหนดค่าโดย 
E[u(X)] = 

x
 u(x) f(x) เมื่อ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง 

E[u(X)] = 
 




 u(x) f(x) dx เมื่อ X เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

ตัวอย่าง 2.4.4 ให้ X เป็นจํานวนเหรยีญที่ข้ึนหัวที่เกิดจากการโยนเหรียญเท่ียงตรง 3 อันพร้อมกัน 
ให้ u(X) = 2X  + 1 และ v(X) = (X – 1) 2   
จงหา E[u(X)] และ E[v(X)] 
วิธีทํา X = 0, 1, 2, 3 
u(X) = 2X  + 1 
E[u(X)] = E( 2X  + 1) = 



3

0  x
( 2x  + 1) f(x) 

f(x) =  3
x

31( )
2

 เมื่อ x = 0, 1, 2, 3 
E( 2X  + 1) = (1) f(0) + (2) f(1) + (5) f(2) + (10) f(3)  
= (1)( 1

8
) + (2)( 3

8
) + (5)( 3

8
) + (10)( 1

8
)  

= 4 
ในทํานองเดียวกัน v(X) = (X – 1) 2   
E[v(X)] = E[(X – 1) 2 ] 
= 



3

0  x
(x – 1) 2  f(x) 

= (0 – 1) 2 f(0) + (1 – 1) 2 f(1) + (2 – 1) 2 f(2) + (3 – 1) 2 f(3) 
= (1) f(0) + (0) f(1) + (1) f(2) + (4) f(3) 
= (1)( 1

8
) + (0)( 3

8
) + (1)( 3

8
) + (4)( 1

8
)  

= 1                                      



บทท่ี 2 ตัวแปรสุ่ม 

 

60

ตัวอย่าง 2.4.5 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีฟังก์ชันความน่าจะเป็น f(x) = 






 
 ๆมีค่าอ่ืน  x   เม่ือ  0

2x1  เม่ือ3
2x

   

และให้ u(X) = 2X – 1  
จงหาค่าคาดคะเนของ u(X) 
วิธีทํา E[u(X)] = E(2X – 1)  
= 2

1
 (2x – 1) f(x) dx  

= 2

1
 (2x – 1) 2x

3
 dx  

= 1
3

2

1
 (2 3x  – 2x ) dx 

= 1
3
 [ 4x

2
 – 3x

3
 ]   

  

x 2
x 1

    

= 1
3
 [ (8 – 8

3
) – ( 1

2
 + 1

3
) ] 

= 1
3
( 16

3
 – 5

6
)  

= 3
2
                                        

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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2.5 กฎของการคาดคะเน 
เพ่ือช่วยให้การคํานวณค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่มสะดวกข้ึน เรามีกฎต่าง ๆ ซ่ึงสามารถพิสูจน์ได้ทั้งกรณีตัวแปรสุ่มไม่
ต่อเนื่องและตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง ซ่ึงในที่นี้จะแสดงการพิสูจน์สําหรับกรณีตัวแปรสุ่มต่อเน่ืองเท่าน้ัน 

ทฤษฎีบท 2.5.1 ถ้า a และ b เป็นค่าคงตัว จะได้ E(aX + b) = aE(X) + b 
ข้อพิสูจน ์ 
E(aX + b) = 

 




 (ax + b) f(x) dx  

= a 
 




 x f(x) dx + b 

 




 f(x) dx  

= aE(X) + b(1) 
เพราะฉะนั้น E(aX + b) = aE(X) + b                         

ทฤษฎีบทประกอบ 2.5.2 เมื่อ a = 0 จะได้ E(b) = b 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.5.3 เมื่อ b = 0 จะได้ E(aX) = aE(X) 

ทฤษฎีบท 2.5.4 E[u(X) + v(X)] = E[u(X)] + E[v(X)] 
ข้อพิสูจน์  
โดยนิยาม E[u(X) + v(X)] = 

 




 { u(x) + v(x) } f(x) dx  

= 
 




 u(x) f(x) dx + 

 




 v(x) f(x) dx  

= E[u(X)] + E[v(X)] 
เพราะฉะนั้น E[u(X) + v(X)] = E[u(X)] + E[v(X)]                      

ทฤษฎีบทประกอบ 2.5.5 E[u(X) – v(X)] = E[u(X)] – E[v(X)] 
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ตัวอย่าง 2.5.1 จงหาค่าของ E[(X – 1) 2 ] 
จากตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X ดังต่อไปน้ี 

x 0 1 2 3 

f(x) 1
3
 1

2
 0 1

6
 

วิธีทํา E[(X – 1) 2 ] = E( 2X  – 2X + 1)  

= E( 2X ) – 2E(X) + E(1)  

= E( 2X ) – 2E(X) + 1 
E(X) = (0)( 1

3
) + (1)( 1

2
) + (2)(0) + (3)( 1

6
) = 1 

E( 2X ) = (0)( 1
3
) + (1)( 1

2
) + (4)(0) + (9)( 1

6
) = 2 

เพราะฉะนั้น E[(X – 1) 2 ] = 2 – 2(1) + 1 = 1                       

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

หมายเหตุ จากตัวอย่าง 2.4.5 เราอาจหาคา่ของ E(2X – 1) โดยทฤษฎีบท 2.5.1  
เพราะฉะนั้น E(2X – 1) = 2E(X) – 1 
เพราะว่า E(X) = 2

1
 x ( 2x

3
) dx = 2

1


3x
3

 dx = [ 4x
12

 ]   

  

x 2
x 1

   = 5

4
  

เพราะฉะนั้น E(2X – 1) = (2)( 5
4
) – 1 = 3

2
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2.6 ความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม 
ความแปรปรวนเป็นค่าตัวเลขท่ีบอกให้เรารูว้่าการกระจายค่าของตัวแปรแปรสุ่ม X มีการกระจายมากหรือน้อยจาก
ค่าเฉล่ียของตัวแปรแปรสุ่ม X หรือค่าของตัวแปรแปรสุ่ม X เบ่ียงเบนมากหรือน้อยจากค่าเฉล่ียของตัวแปรแปรสุ่ม X 

แนวคิดของการหาค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่มเป็นดังนี้ 
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองท่ีมีค่าเป็น 1x , 2x , 3x , ... , nx , ...  
ด้วยความน่าจะเป็น f( 1x ), f( 2x ), f( 3x ), ... , f( nx ), ... ตามลําดับ  
ให้  = E(X) เป็นค่าคาดคะเนของ X 
เพราะฉะนั้น ix  –  เป็นค่าคลาดเคล่ือนท่ี ix  เบ่ียงเบนไปจาก  
เพราะฉะนั้น ( ix  – ) 2  เป็นค่าคลาดเคล่ือนยกกําลังสองที่ ix  เบ่ียงเบนไปจาก  
เพราะว่า P(X = ix ) = f( ix ) 
เพราะฉะนั้น ( ix  – ) 2  f( ix ) เป็นค่าคลาดเคล่ือนยกกําลังสองถ่วงน้ําหนักด้วยโอกาสเกิดค่า X = ix  
เพราะฉะนั้น 

  x R x
 (x – ) 2  f(x) เป็นผลรวมค่าคลาดเคล่ือนยกกําลังสองถ่วงน้ําหนักด้วยความนา่จะเป็นของตัว

แปรสุ่ม P(X = x) = f(x) 
จะเห็นว่า 

  x R x
 (x – ) 2  f(x) ตรงกับ E[(X – ) 2 ] 

ความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X ท้ังตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง และ ตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง กําหนดดังนี้ 

บทนิยาม 2.6.1 ความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X ใช้สัญลักษณ์แทนด้วย 2  หรือ var(X) 
กําหนดโดย 2  = E[(X – ) 2 ] 

กรณฑ์ที่สองของความแปรปรวนท่ีมีค่าเป็นบวกเรียกว่า สว่นเบีย่งเบนมาตรฐาน 

ทฤษฎีบท 2.6.1 2  = E( 2X ) – 2  
ข้อพิสูจน์ var(X) = 2  = E[(X – ) 2 ] 
= E( 2X  – 2  X + 2 ) 
= E( 2X ) – 2  E(X) + E( 2 ) 
= E( 2X ) – 2   + 2  
= E( 2X ) – 2                                  



บทท่ี 2 ตัวแปรสุ่ม 

 

64

ตัวอย่าง 2.6.1 จงหาค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X เมื่อ X เป็นจํานวนนักเคมีที่ได้รับเลือกเป็นกรรมการจาก
การเลือกกรรมการ 3 คน จากผู้สมัครซ่ึงเป็นนักเคมี 4 คน และ นักชีววิทยา 3 คน 
วิธีทํา จากตัวอย่าง 2.4.1 ได้ E(X) =  = 12

7
  

เพราะว่า E( 2X ) = (0)( 1
35

) + (1)( 12
35

) + (4)( 18
35

) + (9)( 4
35

) = 24
7

 และ  = 12
7

 
เพราะฉะนั้น 2  = E( 2X ) – 2  = 24

7
 – ( 12

7
) 2  = 24

49
                      

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



บทท่ี 2 ตัวแปรสุ่ม 

 

65

ตัวอย่าง 2.6.2 จงหา ค่าเฉล่ีย ความแปรปรวน และ ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวแปรสุ่ม X ซ่ึงมี p.d.f.  

คือ f(x) = 




 

 ๆมีค่าอื่น   x   เม่ือ   0
2x1    เมื่อ1)2(x     

   

วิธีทํา  = E(X) = 2

1
 x(2(x – 1)) dx = 5

3
 และ E( 2X ) = 2

1
 2x (2(x – 1)) dx = 17

6
 

เพราะฉะนั้น 2  = 17
6

 – ( 5
3
) 2  = 1

18
  

เพราะฉะนั้น  = 1
18

 = 0.236                            

ตัวอย่าง 2.6.3 จงหาค่าความแปรปรวน 2  จากตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X ดังต่อไปนี้ 

x 0 1 2 3 4 
f(x) 0.2 0.1 0.3 0.15 0.25 

วิธีทํา  
x 0 1 2 3 4 รวม 

f(x) 0.2 0.1 0.3 0.15 0.25 1 
x f(x) 0 0.1 0.6 0.45 1 2.15 
2x  f(x) 0 0.1 1.2 1.35 4 6.65 

เพราะฉะนั้น  = E(X) = 2.15, E( 2X ) = 6.65 
เพราะฉะนั้น 2  = E( 2X ) – 2  = 6.65 – 2(2.15)  = 2.0275 

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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2.7 การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกัน (Joint Probability Distributions) 
ให้ตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นผลของการทดลองสุ่มซ่ึงเกิดในเวลาเดียวกัน ความน่าจะเป็นของตัวแปรท้ังสองที่ X มีคา่
เป็น x และ Y มีค่าเป็น y เขียนแทนในรปูฟังก์ชัน f(x, y) เรียกว่า ฟังก์ชันความน่าจะเปน็ร่วมกันของ X และ Y  
ในกรณีตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง จะได้ f(x, y) = P(X = x, Y = y) 

บทนิยาม 2.7.1  
f(x, y) เป็นฟังก์ชันความนา่จะเป็นร่วมกัน (joint probability function) ของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง X และ Y ถ้า 
1. f(x, y)  0 ทุกค่า (x, y) 
2. 

x


y
 f(x, y) = 1 

3. P((X, Y)  A) = 
(x, y)  A
 f(x, y) เม่ือ A  R  R 

ตัวอย่าง 2.7.1 หยิบไพ่ 1 ใบอย่างสุ่มจากไพ่ 1 สํารับที่มี 52 ใบ 
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีค่าเป็น 1, 2, 3, 4 เม่ือหยิบได้ไพ่โพดํา โพแดง ข้าวหลามตัด ดอกจิก ตามลําดับ 
ให้ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีค่าเป็น 1, 2, 3, ... ,13 เมื่อไพ่ท่ีหยิบได้มีแต้มเป็น A, 2, 3, ... ,10, J, Q, K ตามลําดับ  
จงหาฟังก์ชันความน่าจะเป็นร่วมกันของตัวแปรสุ่ม X และ Y 
วิธีทํา ให้ f(x, y) = P(X = x, Y = y)  
เช่น f(2, 13) = P(X = 2, Y = 13) คือความน่าจะเป็นท่ีหยิบไพ่ได้ K โพแดง  
เพราะว่า จํานวนวธิีหยิบไพ่ 1 ใบใด ๆ จาก 52 ใบ =  52

1  = 52  
เพราะฉะนั้น f(x, y) = 1

52
 เมื่อ x = 1, 2, 3, 4 และ y = 1, 2, 3, ... ,13              

ตัวอย่าง 2.7.2 กล่องใบหนึ่งมีลูกบอลสีดํา 3 ลูก สีแดง 2 ลูก และ สีเขียว 3 ลูก 
หยิบลูกบอล 2 ลูกอย่างสุ่ม  ให้ X เป็นจํานวนลูกบอลสีดําท่ีหยิบได้ และ Y เป็นจํานวนลูกบอลสีแดงท่ีหยิบได้  
จงหาฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกันของตัวแปรสุ่ม X และ Y 
วิธีทํา  
สมมติหยิบลูกบอล 2 ลูก ได้สีดํา x ลูกและสีแดง y ลูก เพราะฉะนั้นหยิบลูกบอลสีเขียวได้ = 2 – x – y ลูก 
จํานวนวธิีหยบิลูกบอล 2 ลูกจากลูกบอลท้ังหมด 8 ลูก =  8

2   
ในทํานองเดียวกัน จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีดํา x ลูกจากลูกบอลสีดํา 3 ลูก =  3

x   
จํานวนวธิีหยบิลูกบอลสีแดง y ลูกจากลูกบอลสีแดง 2 ลูก =  2

y   
จํานวนวธิีหยบิลูกบอลสีเขียว (2 – x – y) ลูกจากลูกบอลสีเขียว 3 ลูก =  3

2 x y    
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เพราะฉะนั้น f(x, y) = P(X = x, Y = y) =    
 

3 2 3
x y 2 x y

8
2

    

เม่ือ x = 0, 1, 2 และ y = 0, 1, 2 และ 0  x + y  2 
เพราะฉะนั้นตารางการแจกแจงความน่าจะเป็น f(x, y) = P(X = x, Y = y) ของตัวแปรสุ่ม X และ Y คือ  

                         x 
              y 

0 1 2 

0 3
28

 9
28

 3
28

 

1 6
28

 6
28

 0 

2 1
28

 0 0 
 
                                     
การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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บทนิยาม 2.7.2  
f(x, y) เป็นฟังก์ชันความหนาแนน่ร่วมกนั (joint density function) ของตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง X และ Y ถ้า 
1. f(x, y)  0 ทุกค่า (x, y) 
2. 

 






 




 f(x, y) dx dy = 1 

3. P((X, Y)  A) = 
A
 f(x, y) dx dy เมื่อ A  R  R 

ตัวอย่าง 2.7.3 กําหนดให้ฟังก์ชันความหนาแนน่ร่วมกันของ X และ Y คือ 

f(x, y) = 









 ๆมีค่าอ่ืน  yx,เม่ือ0
1y0  2,x0เม่ือ4

)23yx(1

 
  

จงหา P((X, Y)  A) เมื่อ A = { (x, y)  0  x  1, 1
4
  y  1

2
 } 

วิธีทํา P((X, Y)  A) = P(0  X  1, 1
4
  Y  1

2
)  

= 
1
2

1
4


1

0


2x(1 3y )
4
  dx dy 

= 
1
2

1
4

 [ 2x
8

 + 2 23x y
8

 ] x = 1
x = 0  dy 

= 
1
2

1
4

 [ 1
8
 + 23y

8
 ] dy 

= [ y
8

 + 3y
8

 ] 1y = 
2
1y = 
4

  

= ( 1
16

 + 1
64

) – ( 1
32

 + 1
512

) = 23
512

                           

การคํานวณโดยโปรแกรม Maxima 
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บทนิยาม 2.7.3 g(x) เป็นการแจกแจงมาร์จินัลของ X (marginal distribution of X) และ h(y) เป็นการแจกแจง
มาร์จินัลของ Y (marginal distribution of Y) ถ้า 
( i ) g(x) = 

y
 f(x, y) และ h(y) = 

x
 f(x, y) เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง 

( ii ) g(x) = 
 




 f(x, y) dy และ h(y) = 

 




 f(x, y) dx เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

จากคุณสมบัติของ f(x, y) เมื่อ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง  
1. 

 




 g(x) dx = 

 






 




 f(x, y) dy dx = 1 

2. g(x)  0 ทุกค่า x 
3. P(a  X  b) = P(a  X  b, –  Y  ) = b

a


 




 f(x, y) dy dx = b

a
 g(x) dx 

เพราะฉะนั้น g(x) เป็นฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X  

ในทํานองเดียวกันจะได้ 
1. 

 




 h(y) dy = 

 






 




 f(x, y) dx dy = 1 

2. h(y)  0 ทุกค่า y 
3. P(c  Y  d) = P(–  X  , c  Y  d) = d

c


 




 f(x, y) dx dy = d

c
 h(y) dy 

เพราะฉะนั้น h(y) เป็นฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม Y 
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ตัวอย่าง 2.7.4 จากตัวอยา่ง 2.7.2 จงหา g(x) และ h(y) 
วิธีทํา หาผลบวกแนวแถว (row) และแนวหลัก (column) 

                 x 
          y 

0 1 2 h(y) 

0 3
28

 9
28

 3
28

 15
28

 

1 6
28

 6
28

 0 12
28

 

2 1
28

 0 0 1
28

 

g(x) 10
28

 15
28

 3
28

  

เพราะฉะนั้นการแจกแจงมาร์จินัล g(x) คือ 

x 0 1 2 

g(x) 10
28

 15
28

 3
28

 

และการแจกแจงมาร์จินัล h(y) คือ 

y 0 1 2 

h(y) 15
28

 12
28

 1
28

 
 
                                     
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จากนิยามของความนา่จะเป็นแบบมีเง่ือนไขของเหตุการณ์ B เม่ือกําหนดเหตุการณ์ A 
P(B  A) = P(A B)

P(A)
  เมื่อ P(A)  0 

ให้ A เป็นเหตุการณ์ที่ตัวแปรสุ่ม X = x และ B เป็นเหตุการณท์ี่ตัวแปรสุ่ม Y = y 
เพราะฉะนั้น P(Y = y  X = x) = P(X x,Y y)

P(X x)
 


  

หรือ f(y  x) = f (x,  y)
g(x)

 เมื่อ g(x)  0 
ในทํานองเดียวกันจะได้ f(x  y) = f (x,  y)

h(y)
 เมื่อ h(y)  0 

เราเรยีก f(y  x) ว่า การแจกแจงแบบมีเง่ือนไขของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง Y เมื่อกําหนด X = x 
และเรียก f(x  y) ว่า การแจกแจงแบบมีเง่ือนไขของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง X เม่ือกําหนด Y = y 
ในทํานองเดียวกัน  
สําหรับตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง X และ Y จะได้ f(y  x) = f (x,  y)

g(x)
 เมื่อ g(x)  0 

คือฟังก์ชันความหนาแนน่ของความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไขของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง Y เมื่อกําหนด X = x  
และ f(x  y) = f (x,  y)

h(y)
 เมื่อ h(y)  0 

คือฟังก์ชันความหนาแนน่ของความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไขของตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง X เมื่อกําหนด Y = y 

ตัวอย่าง 2.7.5 จากตัวอยา่ง 2.7.4 จงหา f(x  1) และ P(X = 0  Y = 1) 
วิธีทํา f(x  y) = f (x,  y)

h(y)
 เมื่อ h(y)  0 

f(x  1) = f (x,  1)
h(1)

 และ h(1) = 3
7
  

เพราะฉะนั้น f(x  1) = ( 7
3
) f(x, 1) 

เพราะฉะนั้น  f(x  1) = 
3
7  f(x, 1) เม่ือ x = 0, 1, 2 

f(0  1) = ( 7
3
) f(0, 1) = ( 7

3
)(

28
6 ) = 1

2
 

f(1  1) = ( 7
3
) f(1, 1) = ( 7

3
)(

28
6 ) = 1

2
 

f(2  1) = ( 7
3
) f(2, 1) = ( 7

3
)(0) = 0 

จะได้ตารางการแจกแจงแบบมเีง่ือนไขของ X เมื่อกาํหนด Y = 1 คือ 

x 0 1 2 

f(x  1) 1
2
 1

2
 0 

และ P(X = 0  Y = 1) = f(0  1) = 1
2
                         
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ตัวอย่าง 2.7.6 จากตัวอยา่ง 2.7.3 จงหา g(x), h(y), f(x  y) และ P( 1
4
  X  1

2
  Y = 1

3
) 

วิธีทํา g(x) = 
 




 f(x, y) dy  

= 1

0


2x(1 3y )
4
  dy  

= [ xy
4

 + 3xy
4

 ] y = 1
y = 0   

= x
2

 

เพราะฉะนั้น g(x) = 




 

 ๆมีค่าอ่ืน   x   เม่ือ   0
2x0   เม่ือ2

x
    

h(y) = 
 




 f(x, y) dx  

= 2

0


2x(1 3y )
4
  dx  

= [ 2x
8

 + 2 23x y
8

 ] x = 2
x = 0   

= 21 3y
2

  

เพราะฉะนั้น h(y) = 









 ๆมีค่าอ่ืน      yเม่ือ    0
1y0   เม่ือ2

23y1
    

เพราะว่า f(x  y) = f (x,  y)
h(y)

 = 
2

2

x(1 3y )
4

1 3y
2

   
 
   
 

 = x
2

 เม่ือ 0  x  2 

เพราะฉะนั้น P( 1
4
  X  1

2
  Y = 1

3
) = 

1
2

1
4

 f(x  y = 1
3
) dx = 

1
2

1
4

 x
2

 dx = 3
64

           

ข้อสังเกต จากตัวอย่าง 2.7.6 จะเห็นได้ว่า ค่าของ f(x  y) ไม่ข้ึนอยู่กับ y และ f(x  y) = g(x) 
จาก f(x  y) = f (x,  y)

h(y)
 เมื่อ h(y)  0 เพราะฉะน้ัน f(x, y) = f(x  y) h(y)  

เพราะฉะนั้น f(x, y) = g(x) h(y) 
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บทนิยาม 2.7.4 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ืองหรือไม่ต่อเนื่องซ่ึงมีฟังก์ชันความนา่จะเป็นร่วมกัน f(x, y) และ 
การแจกแจงมาร์จินัล g(x) และ h(y) ตามลําดับ จะกล่าวว่า 
ตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นอิสระต่อกัน ก็ต่อเม่ือ สําหรับทุกค่า x และ y จะได้ f(x, y) = g(x) h(y) 

จากตัวอย่าง 2.7.4  

f(0, 1) = 3
14

  
g(0) = 

  

2

y 0
 f(0, y) = 3

28
 + 6

28
 + 1

28
 = 5

14
  

h(1) = 
  

2

x 0
 f(x, 1) = 6

28
 + 6

28
 + 0 = 3

7
  

g(0) h(1) = ( 5
14

)( 3
7
) = 15

98
  

เพราะว่า f(0, 1)  g(0) h(1) เพราะฉะนั้นตัวแปรสุ่ม X และ Y ไม่เป็นอิสระต่อกัน 

บทนิยาม 2.7.5 ให้ X, Y เป็นตัวแปรสุ่ม u(X, Y) เป็นฟังก์ชันของ X, Y จะได้ u(X, Y) เป็นตัวแปรสุ่ม 

บทนิยาม 2.7.6 f(x, y) เป็นฟังก์ชันความน่าจะเป็นร่วมกันของตัวแปรสุ่ม X และ Y  
ค่าคาดคะเนของฟังก์ชัน u(X, Y) แทนด้วย E[u(X, Y)]  
กําหนดค่าโดย 
E[u(X, Y)]= 

x


y
 u(x, y) f(x, y) เมื่อ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

E[u(X, Y)] = 
 






 




 u(x, y) f(x, y) dx dy เมือ่ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง 

หมายเหตุ กรณีตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นอิสระต่อกัน จะได้ E(XY) = E(X) E(Y) 
E(XY) = 

x


y
 xy f(x, y)                  เมื่อ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

= 
x


y
 xy g(x) h(y)                      (X, Y อิสระต่อกัน จะได้ f(x, y) = g(x) h(y)) 

= 
x
 x g(x) 

y
 y h(y)  

= 
x
 x g(x) E(Y) = E(Y) 

x
 x g(x) = E(Y) E(X) 

และ E(XY) = 
 






 




 xy f(x, y) dx dy   เมื่อ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง 

= 
 






 




 xy g(x) h(y) dx dy             (X, Y อิสระต่อกัน จะได้ f(x, y) = g(x) h(y)) 

= 
 




 y h(y) 

 




 x g(x) dx dy  

= 
 




 y h(y) E(X) dy = E(X)

 




 y h(y) dy = E(X) E(Y) 
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ตัวอย่าง 2.7.7 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีการแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกัน ดังตัวอย่าง 2.7.2 
ให้ u(X, Y) = XY  
จงหาค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม u(X, Y) 
วิธีทํา จากตัวอย่าง 2.7.2 X = 0, 1, 2 และ Y= 0, 1, 2 มีตารางแสดงค่าฟังก์ชันความน่าจะเป็นดังนี้ 

                         x 
              y 

0 1 2 

0 3
28

 9
28

 3
28

 

1 6
28

 6
28

 0 

2 1
28

 0 0 

E(XY) = 


2

0  x



2

0 y 

xy f(x, y) 

= (0)(0) f(0, 0) + (0)(1) f(0, 1) + (0)(2) f(0, 2) + (1)(0) f(1, 0) + (1)(1) f(1, 1) + (2)(0) f(2, 0) 
= f(1, 1) 
= 

14
3                                     

ข้อสังเกต ถ้า u(X, Y) = X โดยนิยามจะได้ 
E(X) = 

x


y
 x f(x, y) = 

x
 x g(x) เมื่อ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

E(X) = 
 






 




 x f(x, y) dy dx = 

 




 x g(x) dx เมื่อ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ือง 

โดยท่ี g(x) คือการแจกแจงมารจิ์นัลของตัวแปรสุ่ม X 

ในทํานองเดียวกัน ถ้า u(X, Y) = Y จะได้ 
E(Y) = 

x


y
 y f(x, y) = 

y
 y h(y) เมื่อ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง 

E(Y) = 
 






 




 y f(x, y) dx dy = 

 




 y h(y) dy เมื่อ X, Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง 

โดยท่ี h(y) คอืการแจกแจงมารจิ์นัลของตัวแปรสุ่ม Y 
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จากตัวอย่าง 2.7.6 จะได้ g(x) = 




 

 ๆมีค่าอ่ืน   x   เม่ือ   0
2x0   เม่ือ2

x
     

และ                         h(y) = 









 ๆมีค่าอ่ืน      yเม่ือ    0
1y0   เม่ือ2

23y1
    

เพราะฉะนั้น               g(x) h(y) = ( x
2

)( 21 3y
2

 ) เมื่อ 0  x  2, 0  y  1 

เพราะฉะนั้น g(x) h(y) = 









 ๆ มีค่าอ่ืน    y,     x เม่ือ0
    1y0    2,x0   เม่ือ        4

)23yx(1
   = f(x, y) 

เพราะว่า f(x, y) = g(x) h(y)  
เพราะฉะนั้นตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นอิสระต่อกัน 

บทนิยาม 2.7.7 ความแปรปรวนรว่ม (covariance) ของตัวแปรสุ่ม X และ Y  
เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ XY  หรือ cov(X, Y) คือ  

XY  = E[(X – X )(Y – Y )] เม่ือ X  = E(X) และ Y  = E(Y) 

XY  = 
x


y
 (x – X )(y – Y ) f(x, y) เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง 

XY  = 
 






 




 (x – X )(y – Y ) f(x, y) dx dy เม่ือ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง 

ทฤษฎีบท 2.7.2  
1. XY  = E(XY) – X Y  
2. ถ้า X, Y เป็นอิสระต่อกัน แล้ว XY  = 0 
ข้อพิสูจน์ 1. XY  = cov(X, Y)  
= E[(X – X )(Y – Y )]  
= E(XY – X Y – Y X + X Y ) 
= E(XY) – X  E(Y) – Y  E(X) + E( X Y ) 
= E(XY) – X Y  – X Y  + X Y  
= E(XY) – X Y  

2. ให้ X, Y เป็นอิสระต่อกัน เพราะฉะน้ัน E(XY) = E(X) E(Y) = X Y  
เพราะฉะนั้น XY  = E(XY) – X Y  = 0                        
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ตัวอย่าง 2.7.8 จากตัวอยา่ง 2.7.2 จงหาค่า XY  
วิธีทํา X  = E(X) = 

  

2

x 0


  

2

y 0
 x f(x, y) = 

  

2

x 0
 x 

  

2

y 0
 f(x, y) = 

  

2

x 0
 x g(x)  

= (0)( 10
28

) + (1)( 15
28

) + (2)( 3
28

) = 3
4
  

Y  = E(Y) = 


2

0 y 



2

0  x

y f(x, y) = 


2

0 y 

y 


2

0  x

f(x, y) = 


2

0 y 

y h(y)  

= (0)( 15
28

) + (1)( 3
7
) + (2)( 1

28
) = 

2
1  

จากตัวอย่าง 2.7.7 เราได้ E(XY) = 3
14

  
เพราะฉะนั้น XY  = E(XY) – X Y  
= 3

14
 – ( 3

4
)(

2
1 ) 

= – 9
56

                                    

ข้อสังเกต เราสามารถนําค่าของความแปรปรวนร่วม อธิบายความสัมพันธ์ของตัวแปรได้ดังนี้  
1. ถ้า XY   0 แล้วแสดงว่า เมื่อ X มีค่าเพ่ิมข้ึน Y มีค่าลดลง หรือเมื่อ X มีค่าลดลง Y มีค่าเพ่ิมข้ึน  
   กล่าวคือ  X และ Y มีค่า เพ่ิมข้ึน หรอื ลดลง สวนทางกัน 
2. ถ้า XY   0 แล้วแสดงว่า เมื่อ X มีค่าเพ่ิมข้ึน Y มีค่าเพ่ิมข้ึน หรือเมื่อ X มีค่าลดลง Y มีค่าลดลง 
   กล่าวคือ X และ Y มีค่า เพ่ิมข้ึน หรอื ลดลง ในทิศทางเดียวกนั 

ตัวอย่าง 2.7.9 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีฟังก์ชันความน่าจะเป็นร่วมกัน f(x, y) คือ 
f(x, y) = 





 

                ๆมีค่าอ่ืน   y   x,เม่ือ   0
1y0  ,  yx0    เม่ือ2

      
              

จงหา XY  
วิธีทํา  

X  = E(X) = 1

0


y

0
 2x dx dy = 1

3
 

Y  = E(Y) = 1

0


y

0
 2y dx dy = 2

3
 

และ E(XY) = 1

0


y

0
 2xy dx dy = 1

4
  

เพราะว่า XY  = E(XY) – X Y  เพราะฉะนั้น XY  = 1
4
 – ( 1

3
)( 2

3
) = 

36
1                
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2.8 คุณสมบตัิของความแปรปรวนและความแปรปรวนร่วม 
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มที่มีความแปรปรวน  2

X  และ Y เป็นตัวแปรสุ่มที่มีความแปรปรวน  2
Y  

และ XY  เป็นความแปรปรวนร่วมของตัวแปรสุ่ม X และ Y 
ให้ u(X) เป็นฟังก์ชันของตัวแปรสุ่ม X  
ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ u(X) แทนด้วย u(X)  และ  2

u(X)  ตามลําดับ 
ให้ v(X, Y) เป็นฟังก์ชันของตัวแปรสุ่ม X, Y 
ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของ v(X, Y) แทนด้วย 

 v(X,Y)  และ 
 

2
v(X, Y)  ตามลําดับ 

ทฤษฎีบท 2.8.1 ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมีฟังก์ชันความน่าจะเป็น f(x) จะได้ความแปรปรวนของ u(X) คือ 
 2
u(X)  = E[{ u(X) – u(X)  } 2  ] 

ทฤษฎีบท 2.8.2 ให้ b เป็นค่าคงตัว จะได้  2
X + b  =  2

X  
ข้อพิสูจน์ เพราะว่า  2

X + b  = E[{ (X + b) – X + b  } 2 ] และ X + b  = E(X + b) = E(X) + b =  + b 
เพราะฉะนั้น  2

X + b  = E[(X + b –  – b) 2 ] = E[(X –  ) 2 ] =  2
X                 

ทฤษฎีบท 2.8.3 ให้ a เป็นค่าคงตัว จะได้  2
aX  = 2a  2

X  
ข้อพิสูจน์  2

aX  = E[(aX – aX ) 2 ] 
และ aX  = E(aX) = aE(X) = a  
เพราะฉะนั้น 2

aX  = E[(aX – a ) 2 ] = 2a E[(X – ) 2 ] = 2a  2
X                   

ทฤษฎีบท 2.8.4 ให้ a และ b เป็นค่าคงตัว จะได้  2
aX + bY  = 2a  2

X  + 2b  2
Y  + 2ab XY  

ข้อพิสูจน์ โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.5.3 และทฤษฎีบทประกอบ 2.5.4 จะได้ 
aX + bY  = E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y) = a X  + b Y                  ... (1) 
 2
aX + bY  = E[{ (aX + bY) – aX + bY  } 2 ] 

= E[{ (aX + bY) – (a X  + b Y ) } 2 ]                (จาก (1)) 
= E[{ a(X – X ) + b(Y – Y ) } 2 ] 
= E[ 2a (X – X ) 2  + 2ab(X – X )(Y – Y ) + 2b (Y – Y ) 2 ] 
= E[ 2a (X – X ) 2 ] + E[2ab(X – X )(Y – Y )] + E[ 2b (Y – Y ) 2 ] 
= 2a E[(X – X ) 2 ] + 2abE[(X – X )(Y – Y )] + 2b E[(Y – Y ) 2 ] 
= 2a  2

X  + 2ab XY  + 2b  2
Y  

เพราะฉะนั้น  2
aX + bY  = 2a  2

X  + 2b  2
Y  + 2ab XY                     
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ตัวอย่าง 2.8.1 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงมี  2
X  = 12,  2

Y  = 60 และ XY  = 14 
จงหาค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม Z เมื่อ Z = 3X + 4Y + 5 
วิธีทํา  2

Z  =  2
3X + 4Y + 5  =  2

3X + 4Y  
= 23  2

X  + 24  2
Y  + 2(3)(4) XY  

= (9)(12) + (16)(60) + 2(3)(4)(14) 
= 1404                                     

ทฤษฎีบทประกอบ 2.8.5 ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงเป็นอิสระต่อกัน  
แล้วจะได้  2

aX + bY  = 2a  2
X  + 2b  2

Y  
ข้อพิสูจน์  2

aX + bY  = 2a  2
X  + 2b  2

Y  + 2ab XY  
เพราะว่า X และ Y เป็นอิสระต่อกัน เพราะฉะนั้น XY  = 0  
เพราะฉะนั้น  2

aX + bY  = 2a  2
X  + 2b  2

Y                         

ทฤษฎีบทประกอบ 2.8.6 ถ้า X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงเป็นอิสระต่อกัน  
แล้วจะได้  2

aX  bY  = 2a  2
X  + 2b  2

Y  
ข้อพิสูจน์ จากทฤษฎีบทประกอบ 2.8.5 จะได้  2

aX  bY  =  2
aX  ( b)Y   

= 2a  2
X  + 2( b)  2

Y  
= 2a  2

X  + 2b  2
Y                                 

ตัวอย่าง 2.8.2 ให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มซ่ึงเป็นอิสระต่อกันโดยที่  2
X  = 3 และ  2

Y  = 4 
จงหาค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม Z เมื่อ Z = 4X – 5Y + 6 
วิธีทํา  2

Z  =  2
4X  5Y + 6  

=  2
4X  5Y                        (ทฤษฎีบท 2.8.2) 

= (16)  2
X  + (25)  2

Y            (ทฤษฎีบทประกอบ 2.8.6) 
= (16)(3) + (25)(4) 
= 148                                   
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 ในบทนี้จะกล่าวถึงการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองบางชนิดที่มีความสําคัญเช่น การแจกแจง
ความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มยูนิฟอร์ม การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มแบร์นูลลี การแจกแจงความนา่จะ
เป็นของตัวแปรสุ่มทวินาม การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มพหุนาม การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัว
แปรสุ่มเรขาคณิต การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มทวินามลบ การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มไฮ
เพอร์จีออเมตริก และ การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มปัวส์ซอง และ การประมาณค่าความน่าจะเป็นของ
ตัวแปรสุ่มไฮเพอร์จีออเมตริกด้วยความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มทวินาม การประมาณคา่ความน่าจะเป็นของตัวแปร
สุ่มทวินามด้วยความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มปัวส์ซอง 

3.1 การแจกแจงยูนิฟอรม์ (Uniform Distribution) 
 การแจกแจงของตัวแปรสุ่มซ่ึงแต่ละค่าของตัวแปรสุ่มมีความน่าจะเป็นที่จะเกดิเท่า ๆ กัน เรียกว่า การแจกแจงยูนิ
ฟอร์ม ลักษณะท่ัวไปของการแจกแจงยูนิฟอร์มมีดังนี้ 
 ให้ค่าของตัวแปรสุ่ม X ประกอบด้วย 1x , 2x , ... , kx  ซ่ึงแต่ละค่ามีความน่าจะเป็นที่จะเกดิเท่า ๆ กัน 
ฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มยูนิฟอร์ม X คือ  
f(x ; k) = 1

k
 เมื่อ x = 1x , 2x , ... , kx  

หมายเหตุ การท่ีเขียน f(x ; k) แทนท่ีจะเขียน f(x) ก็เพ่ือที่จะช้ีให้เห็นว่าสูตรของการแจกแจงยูนิฟอร์มข้ึนอยู่กบัค่า
ของ k 

ตัวอย่าง 3.1.1 ในการโยนเหรียญเทีย่งตรง 1 อัน 1 ครั้ง  
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มที่มีค่าเป็น 1 เมื่อเหรียญข้ึนหัว และมีค่าเป็น 0 เม่ือเหรียญข้ึนก้อย  
X จะมีการแจกแจงยูนิฟอร์ม f(x ; 2) = 

2
1  เม่ือ x = 0, 1                   

ตัวอย่าง 3.1.2 ในการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 1 ครั้ง ให้ X เป็นแต้มที่ได้  
X จะมีการแจกแจงยูนิฟอร์ม f(x ; 6) = 

6
1  เม่ือ x = 1, 2, 3, 4, 5, 6               
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รูปฮิสโตแกรมสําหรับการแจกแจงยูนิฟอร์ม ประกอบด้วยรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าที่ต่างก็มีความสูงเท่ากัน 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.1 

ทฤษฎีบท 3.1.1 ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของตัวแปรสุ่มยูนฟิอร์ม X ท่ีมีการแจกแจงยูนิฟอร์ม  

f(x ; k) = 1
k
 เมื่อ x = 1x , 2x , ... , kx   

คือ ค่าเฉล่ีย  = 1
k
 

  

k

i 1
 ix  และ ความแปรปรวน 2  = 1

k
 

  

k

i 1
 ( ix  – ) 2  = 1

k
 

  

k

i 1
 2

ix  – 2  

ข้อพิสูจน์ คา่เฉล่ีย  = E(X) = 
  

k

i 1
 ix f( ix ) = 

  

k

i 1
 ix ( 1

k
) = 1

k
 

  

k

i 1
 ix  

ความแปรปรวน 2  = E((X – ) 2 ) = E( 2X ) – 2   
= 

  

k

i 1
 2

ix  f( ix ) – 2   

= 
  

k

i 1
 2

ix  ( 1
k
) – 2  

= 1
k
 

  

k

i 1
 2

ix  – 2                                

ตัวอย่าง 3.1.3 ทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 1 ครั้ง และตัวแปรสุ่ม X เป็นแต้มที่ได้ 
จงหาค่าเฉล่ีย  และความแปรปรวน 2  ของตัวแปรสุ่ม X 
วิธีทํา X = 1, 2, 3, 4, 5, 6 มีการแจกแจงยูนิฟอร์ม P(X = x) = f(x ; 

6
1 ) 

ค่าเฉล่ีย  = 
6
1 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 7

2
 = 3.5 

ความแปรปรวน 2  = 1
6

 
  

6

i 1
 2

ix  – 2   

= 1
6
(1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36) –   

27( )
2

  
= 35

12
                                      
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3.2 การแจกแจงแบร์นูลลี (Bernoulli Distribution) 
การทดลองทางสถิติหลายแบบท่ีมีลักษณะเป็นการกระทํา 1 ครั้งมีผลอย่างใดอยา่งหนึ่งใน 2 แบบ เช่น  
 โยนเหรียญเที่ยงตรง 1 อัน ผล 2 แบบที่สนใจคือได้ หัว หรือ กอ้ย  
 ทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก ผล 2 แบบที่สนใจคือได้ แต้มคู่ หรือ แต้มคี่  
 หยิบสินค้าออกมา 1 ชิ้น จากกล่องท่ีมีสินค้าดี 4 ชิน้และสินค้าเสีย 6 ช้ิน จะได้ สินค้าดี หรือ สินค้าเสีย 

รูปแบบทั่วไปที่เราสนใจคือ การทดลองที่การกระทํา 1 ครั้งมีผลของการกระทําเป็นไปได้เพียงอย่างใดอย่างหนึ่งใน 2 
อย่าง เท่านัน้ คือ ผลสําเร็จ (success) หรือ ผลไม่สําเร็จ (failure) โดยความน่าจะเป็นที่จะเกดิผลสําเร็จเท่ากับ p 
และความน่าจะเป็นที่จะเกิดผลไม่สําเร็จเท่ากับ q ซ่ึง p + q = 1  
ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มแทนจํานวนครั้งทีเ่กิดผลสําเร็จในการทดลอง 1 ครั้ง 
ถ้าการทดลองเกิดผลสําเร็จ แล้ว X = 1 และ ถ้าการทดลองเกิดผลไม่สําเร็จ แล้ว X = 0 
เพราะฉะนั้นค่าท่ีเป็นไปได้ของ X คือ 0, 1 ตัวแปรสุ่ม X เรียกวา่ ตัวแปรสุ่มแบร์นลูล ี
เพราะฉะนั้น P(X = 0) = q และ P(X = 1) = p  
และฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ f(x) = P(X = x) = xp   1 xq   เมื่อ x = 0, 1 

บทนิยาม 3.2.1 ตัวแปรสุ่ม X ที่แสดงจํานวนครั้งของผลสําเร็จที่เกิดจากการทดลอง 1 ครั้ง  
เรียกว่า ตัวแปรสุ่มแบร์นลูล ีการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X เรียกว่า การแจกแจงแบร์นูลล ี 

สรุปรูปแบบท่ัวไปของการทดลองแบร์นูลลี (Bernoulli experiment) คือ 
1. การทดลอง 1 ครั้งมีผลได้ 2 แบบคือ ผลสําเร็จ (success) หรือ ผลไม่สําเร็จ (failure) 
2. ความน่าจะเป็นท่ีจะเกดิผลสําเร็จเท่ากับ p  
3. ความน่าจะเป็นที่จะเกดิผลไม่สําเร็จเท่ากับ q เพราะฉะนั้น p + q = 1 
4. ทําการทดลอง 1 ครั้ง 
ให้ X = จํานวนครั้งของผลสําเร็จ เพราะฉะน้ัน X = 0, 1 
ฟังก์ชันความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X คือ f(x) = P(X = x) = xp   1 xq   เมื่อ x = 0, 1 

ตัวอย่าง 3.2.1 โยนเหรยีญเท่ียงตรง 1 อัน 1 ครั้ง จงหาความน่าจะเป็นที่ในการโยนเหรยีญนี้ได้เหรียญข้ึนหัว 
วิธีทํา การทดลองโยนเหรียญเทีย่งตรง 1 อัน 1 ครัง้ ผลสําเร็จคือการได้หัว ผลไม่สําเร็จคือการได้ก้อย 
ให้ X เป็นจํานวนครั้งท่ีเหรียญข้ึนหัว เพราะฉะน้ัน X = 0, 1 
ความน่าจะเป็นท่ีจะเกดิผลสําเร็จ คือความน่าจะเป็นท่ีเหรียญข้ึนหัว = p = 1

2
 

ความน่าจะเป็นที่จะเกดิผลไมสํ่าเร็จ คือความน่าจะเป็นที่เหรียญข้ึนก้อย = q = 1 – p = 1 – 1
2
 = 1

2
 

ความน่าจะเป็นที่ในการโยนเหรียญนี้ได้เหรียญข้ึนหัวคือ P(X = 1) =   1 1 11 1( ) ( )
2 2

  = 1
2
           
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ตัวอย่าง 3.2.2 ทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 1 ครั้ง จงหาความน่าจะเป็นที่ลูกเต๋าข้ึนแต้ม 3 
วิธีทํา การทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 1 ครั้ง ผลสําเร็จคือลูกเต๋าข้ึนแต้ม 3 ผลไม่สําเร็จคือลูกเต๋าไม่ข้ึนแต้ม 3 
ให้ X เป็นจํานวนครั้งท่ีลูกเต๋าข้ึนแต้ม 3 
เพราะฉะนั้น X = 0, 1 
ความน่าจะเป็นที่จะเกดิผลสําเร็จ คือความน่าจะเป็นท่ีได้แต้ม 3 มีค่าเท่ากับ p = 

6
1  

ความน่าจะเป็นที่จะเกดิผลไมสํ่าเร็จ คือความน่าจะเป็นที่ไม่ได้แต้ม 3 มีค่าเท่ากับ q = 1 – p = 5
6
  

ความน่าจะเป็นที่ทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 1 ลูก 1 ครั้ง ลูกเต๋าข้ึนแต้ม 3 มีค่าเท่ากับ P(X = 1)  
=   1 1 11 5( ) ( )

6 6
  = 

6
1                                 

ข้อสังเกต สําหรับการแจกแจงแบร์นูลลี จะได้ว่า P(X = 0) = q และ P(X = 1) = p 

ทฤษฎีบท 3.2.1 ค่าเฉล่ียและความแปรปรวนของตัวแปรสุ่มแบร์นูลลี X ท่ีมีการแจกแจงแบร์นูลลี  
f(x) = P(X = x) = xp   1 xq   เมื่อ x = 0, 1  
คือค่าเฉล่ีย  = p และความแปรปรวน 2  = pq 
ข้อพิสูจน์  
 = E(X)  
= 

  

1

x 0
 x P(X = x) = (0) P(X = 0) + (1) P(X = 1)  

= (0)(q) + (1)(p)  
= p 

2  = E( 2X ) – 2   
= 

  

1

x 0
 2x  P(X = x) – 2p   

= ( 20 ) P(X = 0) + ( 21 ) P(X = 1) – 2p   
= (0)(q) + (1)(p) – 2p   
= p – 2p   
= p(1 – p) 
= pq                                    
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3.3 การแจกแจงทวนิาม (Binomial Distribution) 
การทดลองที่ประกอบด้วยการกระทาํซํ้า ๆ กัน โดยผลของการกระทําแต่ละครั้งมีได้เพียง 2 อย่าง คือ ผลสําเร็จ หรอื 
ผลไม่สําเร็จ เช่น  

โยนเหรียญ 1 อัน 20 ครั้ง การโยนแต่ละครั้งเป็นอิสระต่อกันจะปรากฏผลเป็นหัวหรือก้อย ซ่ึงอาจถือว่าการข้ึนหัว
เป็นผลสําเร็จ ส่วนการข้ึนก้อยเป็นผลไม่สําเร็จ สําหรับตัวอย่างของการโยนเหรยีญนี ้ ความน่าจะเป็นที่จะข้ึนหัว
เท่ากับ 1

2
 และความน่าจะเป็นท่ีจะข้ึนก้อยเท่ากับ 1

2
  

ทอดลูกเต๋าเท่ียงตรง 1 ลูก 15 ครั้ง การทอดแต่ละครั้งเป็นอิสระต่อกันจะได้แต้ม 1 หรือไม่ได้แต้ม 1 ซ่ึงอาจถือว่าการ
ได้แต้ม 1 เป็นผลสําเร็จ ส่วนการไม่ได้แต้ม 1 เป็นผลไม่สําเร็จ สําหรับตัวอย่างของการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรงหน่ึง
ลูกความน่าจะเป็นที่จะได้แต้ม 1 เท่ากบั 1

6
 และความน่าจะเป็นที่จะไม่ได้แต้ม 1 เท่ากับ 5

6
  

ทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน 3 ครั้ง การทอดแต่ละคร้ังเป็นอิสระต่อกันจะได้แต้มเท่ากัน หรือ ไม่เท่ากนั ซ่ึง
อาจถือว่าการได้แต้มเท่ากันเป็นผลสําเร็จ ส่วนการได้แต้มไม่เท่ากันเป็นผลไม่สําเร็จ 
S = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), ... , (4, 6), (5, 6), (6, 6) }, n(S) = 36 
A = { (x, y) | x = y } = { (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6) } เพราะฉะน้ัน P(A) = 6

36
 = 1

6
  

เพราะฉะนั้น P(ผลสําเร็จ) = 1

6
 และ P(ผลไม่สําเร็จ) = 5

6
 

ตัวอย่างข้างต้นเป็นตัวอย่างหนึ่งของ การทดลองทวินาม (binomial experiment) หรือกล่าวได้ว่าการทดลอง 
ทวินามก็คือการทําการทดลองแบบแบร์นูลลีซํ้า ๆ กัน หลาย ๆ ครั้ง 

รูปแบบทั่วไปของการทดลองทวินาม (Binomial experiment) คือ 
1. การทดลอง 1 ครั้งมีผลได้ 2 แบบคือ ผลสําเร็จ (success) หรือ ผลไม่สําเร็จ (failure) 
2. ความน่าจะเป็นที่จะเกดิผลสําเร็จเท่ากับ p  
3. ความน่าจะเป็นที่จะเกดิผลไม่สําเร็จเท่ากับ q เพราะฉะนั้น p + q = 1 
4. การทดลองแต่ละครั้งเป็นอิสระต่อกัน 
5. ทําการทดลอง n ครั้ง 
ให้ X = จํานวนครั้งของผลสําเร็จ 
เพราะฉะนั้น X = 0, 1, 2, 3, ... , n 
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การทดลองทวินามโดยการทอดลูกเต๋าเที่ยงตรง 2 ลูกพร้อมกัน 3 ครั้ง  
ถ้าลูกเต๋าทั้งคู่ข้ึนหน้าเดียวกัน แล้วถือว่าเป็นผลสําเร็จ (S) มิฉะน้ัน ถือว่าเป็นผลไม่สําเร็จ (F)  
เพราะฉะนั้น P(S) = 1

6
 และ P(F) = 5

6
 

ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มที่แสดงถึงจํานวนครั้งท่ีลูกเต๋าทั้งสองลูกข้ึนหน้าเดียวกัน  
ในการทอดลกูเต๋าที่เที่ยงตรง 2 ลูกพรอ้มกัน 3 ครั้ง ผลที่อาจเกิดได้มี 8 วิธี และค่าของ X ที่สมนัยกันมีดังนี้ 

ผลท่ีได ้ x 
F F F 0 
F F S 1 
F S F 1 
S F F 1 
F S S 2 
S F S 2 
S S F 2 
S S S 3 

เพราะว่าการทอดลูกเต๋า 2 ลูกพร้อมกนัแต่ละครั้งเป็นอิสระต่อกัน 
เพราะฉะนั้น P(FFF) = P(F) P(F) P(F) = ( 5

6
)( 5

6
)( 5

6
) = 125

216
  

P(X = 0) = P(FFF) = 125
216

 
P(FFS) = P(F) P(F) P(S) = ( 5

6
)( 5

6
)( 1

6
) = 25

216
  

P(FSF) = P(F) P(S) P(F) = ( 5
6
)( 1

6
)( 5

6
) = 25

216
 

P(SFF) = P(S) P(F) P(F) = ( 1
6
)( 5

6
)( 5

6
) = 25

216
 

P(X = 1) = P(FFS) + P(FSF) + P(SFF) = 25
216

 + 25
216

 + 25
216

 = 
216
75  

ในทํานองเดียวกันจะได้ P(X = 2) = P(FSS) + P(SFS) + P(SSF) = 5
216

 + 5
216

 + 5
216

 = 15
216

 
P(X = 3) = P(SSS) = 1

216
 

ตารางการแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X เป็นดังนี้ 

X 0 1 2 3 

f(x) 125
216

 = 0.7870370 
216
75  = 0.3472222 15

216
 = 0.0694444 1

216
 = 0.0046296 
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บทนิยาม 3.3.1 ตัวแปรสุ่ม X ท่ีแสดงจํานวนครั้งของผลสําเร็จที่เกิดข้ึนจากการกระทาํ n ครั้ง ในการทดลองทวินาม 
เรียกว่า ตัวแปรสุ่มทวินาม การแจกแจงความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม X เรียกว่า การแจกแจงทวินาม และเขียน
แทนด้วย b(x ; n, p) เพ่ือแสดงว่าการแจกแจงน้ีข้ึนกับจํานวนครั้งของการกระทาํ n และความน่าจะเป็นของ
ผลสําเร็จที่เกิดข้ึนจากการกระทําแต่ละครั้ง p  
เพราะฉะนั้น X = 0, 1, 2, 3, ... , n 
และ P(X = n) = np  และ P(X = 0) = nq   
การหา P(X = x) = b(x ; n, p) เมื่อ x = 1, 2, 3, ... , n 
ในการสรา้งสูตร b(x ; n, p) นั้น ก่อนอ่ืนต้องหาจํานวนวธิีทั้งหมดของการทดลองท่ีประกอบด้วย 
                 ผลสําเร็จ x ครั้ง  
และ            ผลไม่สําเร็จ n – x ครั้ง  

เช่น 
x n x

SSS...SFFF...F


 , 
x 1 n x

SSS...SFFF...FS
 

 , 
x 2 n x

SSS...SFFF...FSS
 

 , 
n x x

FFF...FSSS...S


 , ... 

และมีวิธีอ่ืน ๆ อีกหลายวธิี  
อย่างไรก็ตามจะเห็นว่าจํานวนวธิีทั้งหมดเท่ากับจํานวนวธิีการจัดลําดับของ n ส่ิง ซ่ึงมีของ x ส่ิงเหมือนกันพวกหนึง่  
และ n – x ส่ิงท่ีเหมือนกันอีกพวกหนึง่ จํานวนวธิดัีงกล่าวน้ี คือ n!

x! (n x)!
 =  n

x   
เพราะว่าการกระทําแต่ละครั้งเป็นอิสระต่อกัน  
เพราะฉะนั้นในแต่ละวิธีของการเกิดผลสําเร็จ x ครั้ง และผลไม่สําเร็จ n – x ครั้ง มีความน่าจะเป็นเท่ากับ xp   n xq    
เพราะว่าแต่ละวิธีของการเกิดน้ันเป็นเหตุการณ์ที่เกดิร่วมกันไม่ได้  
เพราะฉะนั้นความน่าจะเป็นของการทดลองที่ประกอบด้วยผลสําเร็จ x ครั้ง และผลไม่สําเร็จ n – x ครั้ง  
เท่ากับ   

เทอม   x
n

xnxxnxxnxxnx qp...qpqpqp








   =  n
x

xp   n xq   เมื่อ x = 0, 1, 2, ... , n 

เพราะฉะนั้น P(X = x) = b(x ; n, p) =  n
x

xp   n xq   เมื่อ x = 0, 1, 2, ... , n 
เพราะว่า 1 = p + q  
= (q + p) n  
=  n

0
nq  +  n

1 p   n 1q   +  n
2

2p   n 2q   + ... +  n
n

np  
= b(0 ; n, p) + b(1 ; n, p) + b(2 ; n, p) + ... + b(n ; n, p) 
เพราะฉะนั้น 1 = b(0 ; n, p) + b(1 ; n, p) + b(2 ; n, p) + ... + b(n ; n, p) 
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