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คํานาํ 

 หนังสอื คณิตศาสตรป์รนยั เล่มท่ี 30 เสริมความรูมุ่้งสู่โอลิมปิกคณิตศาสตร ์โลกอสมการ 2 (Analytic 

Inequalities) เน้ือหาภายในเล่มประกอบด้วย เทคนิคการพิสจูน์อสมการ การพิสจูน์แบบเดินหน้าแล้วถอยหลัง

กลับ การจัดรูปพีชคณติ การจัดรูปกาํลังสองสมบูรณ ์การเปรียบเทยีบค่าผลหารหรือผลต่าง การพิสจูน์อสมการ

แบบย้อนกลับ การพิสจูน์อสมการในรูปแบบอสมการเอกพันธ ์ การแก้ปัญหาอสมการจากง่ายไปยาก การพิสจูน์

อสมการโดยใช้อปุนัยเชิงคณติศาสตร์และบทประยุกต์ช่วยในการพิสจูน์อสมการ ภายในเล่มประกอบด้วยบท

นิยาม โจทย์อสมการ และทฤษฎีบทของอสมการที่สาํคัญเช่น 

• อสมการ ค่าเฉล่ียเลขคณติ – ค่าเฉล่ียเรขาคณติ – ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก (A.M. – G.M. – H.M.)  

• อสมการ ค่าเฉล่ียเลขคณติ – ค่าเฉล่ียเรขาคณติ ถ่วงนํา้หนัก อสมการค่าเฉล่ียยกกาํลัง 

• อสมการแบร์นูลลี อสมการเชบเีชฟ อสมการโคชี – ชวาร์ซ อสมการโฮลเดอร์ อสมการสามเหล่ียม 

• อสมการมินคอฟสก ีอสมการเจนเสน อสมการยัง อสมการไวแยร์สตราสส ์

 ในหนังสอืเล่มน้ีผู้เขียนได้เพ่ิมเติมแนวคิดและเน้ือหาเกี่ยวกบัการแก้ปัญหาอสมการโดยใช้ความรู้ การ

วิเคราะห์เชิงจริง (Real Analysis) และ อสมการวิเคราะห์ (Analytic Inequalities) เช่น ลิมิตของลาํดับและ

ฟังกชั์น ความต่อเน่ืองของฟังกชั์น ฟังกชั์นลักษณะพิเศษเช่น ฟังกชั์น J - convex ฟังกชั์น J – concave ฟังกชั์น

นูน (convex function) ฟังกชั์นเว้า (concave function) การแก้ปัญหาอสมการโดยใช้อนิทกิรัล การแก้ปัญหา

อสมการโดยใช้อนุพันธ ์ 

 ผู้เขยีนหวังเป็นอย่างย่ิงว่า คณิตศาสตรป์รนยั เล่มท่ี 30 โลกอสมการ 2 และเล่มก่อนหน้าน้ี คณิตศาสตร์

ปรนยั เล่มท่ี 29 โลกอสมการ ซ่ึงมีโจทย์อสมการจาํนวนมากจะช่วยให้ นักเรียน ครู อาจารย์ และ ผู้ที่มีความ

จาํเป็นจะต้องเป็นวิทยากรอบรมโครงการโอลิมปิกคณติศาสตร์ทุกท่าน ได้มีแหล่งข้อมูลของโจทย์เกี่ยวกบั

อสมการซ่ึงผู้เขียนได้จัดเน้ือหาและจัดลาํดับของการแก้ปัญหาจากง่ายไปยากเพ่ือเหมาะสมกบัระดับ

ความสามารถของผู้เรียน เช่นใช้เหตุผลที่นักเรียนรู้มาก่อนตามหลักสตูร ม.ปลาย เพ่ือใช้ในการแก้ปัญหาแล้วจึง

แนะนาํวิธทีาํแบบใหม่หรือเพ่ิมสตูรต่าง ๆ ที่มีใช้กนัในระดับคณติศาสตร์ที่สงูขึ้น 

รองศาสตราจารย ์ดํารงค ์ทิพยโ์ยธา 



บทที ่1 

เทคนคิการพสูิจนอ์สมการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ในการศกึษาเกี่ยวกบัอสมการ มีสมบัติเกี่ยวกบัจาํนวนจริงที่สาํคัญในการพิสจูน์อสมการดังต่อไปน้ี 

เม่ือ a, b, c, d และ k เป็นจาํนวนจริง จะได้ว่า  

1. a = b หรือ a  b หรือ a  b เป็นจริงเพียงอย่างใดอย่างหน่ึงเท่าน้ัน 

2. ถ้า a   ทุกจาํนวนจริงบวก  แล้ว a  0  3. ถ้า a  1 แล้ว 2a   a, ถ้า 0  a  1 แล้ว 2a   a 

4. ถ้า a  b และ c  d แล้ว a + c  b + d  5. a  b  c กต่็อเม่ือ a  b และ b  c 

6. ถ้า a  b และ c  d แล้ว a + c  b + d  7. ถ้า 0  a  b และ 0  c  d แล้ว ac  bd 

8. ถ้า a  b และ b  c แล้ว a  c     9. ถ้า a  b แล้ว a + c  b + c 

10. ถ้า a  b และ c  d แล้ว a + c  b + d  11. ถ้า a  b และ k  0 แล้ว ka  kb 

12. ถ้า a  b และ k  0 แล้ว ka  kb    13. ถ้า a  b และ ab  0 แล้ว 
a
1   

b
1  

14. ถ้า a  b และ b  c แล้ว a  c     15. ถ้า c  0 และ 0  a  b แล้ว ca   cb  

16. ถ้า a  b แล้ว a + c  b + c     17. ถ้า 0  a และ 0  b แล้ว 0  ab 

18. ถ้า a  b และ b  c แล้ว a  c     19. a  b กต่็อเม่ือ a + c  b + c 

20. a  b กต่็อเม่ือ a + c  b + c     21. a  b กต่็อเม่ือ a – b  0 

22. ถ้า a  b และ c  0 แล้ว ac  bc    23. ถ้า a  0 และ b  0 แล้ว ab  0 

24. ถ้า a  0 และ b  0 แล้ว ab  0    25. 2a   0, ถ้า a  0 แล้ว 2a   0 

26. a  0 กต่็อเม่ือ 
a
1   0       27. a  0 กต่็อเม่ือ 

a
1   0 

28. 0  a  b กต่็อเม่ือ 0  
b
1   

a
1     29. ถ้า a  0 และ b  0 แล้ว 

b
a   0 

  การพิสจูน์อสมการมีเทคนิควิธหีลายแบบ จึงขอสรปุเทคนิคที่สาํคัญดังต่อไปน้ี 
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1.1 เทคนคิวิธี การพสูิจนแ์บบยอ้นกลบั 

  การพิสจูน์แบบย้อนกลับ เราจะสมมติว่าอสมการที่ต้องการพิสจูน์เป็นจริง แล้วตรวจสอบย้อนกลับเพ่ือดู

ว่าผลของอสมการที่เป็นจริงน้ันสมมูลกบัอสมการใด เพ่ือค้นหาเหตุผลสาํคัญเพ่ือใช้ในการพิสจูน์อสมการที่

ต้องการต่อไป 

ตวัอย่าง 1.1.1 กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริง จงแสดงว่า ( 2a  + 2b )( 4a  + 4b )  ( 3a  + 3b ) 2  

แนวคิด เพราะว่า        (a 2b  – 2a b) 2   0       เป็นจริงทุกค่า a, b 

        2a 4b  – 2 3a 3b  + 4a 2b   0 

           2a 4b  + 4a 2b   2 3a 3b  

         6a  + 2a 4b  + 4a 2b  + 6b   6a  + 2 3a 3b  + 6b  

เพราะฉะนั้น      ( 2a  + 2b )( 4a  + 4b )  ( 3a  + 3b ) 2          

เบื้ องหลงัการทดเลข สมมติ  ( 2a  + 2b )( 4a  + 4b )  ( 3a  + 3b ) 2  

         6a  + 2a 4b  + 4a 2b  + 6b   6a  + 2 3a 3b  + 6b  

           2a 4b  + 4a 2b   2 3a 3b  

        2a 4b  – 2 3a 3b  + 4a 2b   0 

              (a 2b  – 2a b) 2   0          ... (1) 

เพราะฉะนั้นหากเราพิสจูน์ได้ว่า (1) เป็นจริง แล้วทาํการพิสจูน์แบบย้อนกลับกจ็ะได้ผลตามที่ต้องการ 

ตวัอย่าง 1.1.2 กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ จงแสดงว่า 
2

ba 33 
  3

2
ba   

แนวคิด เพราะว่า       ( 3 a  + 3 b )( 3 a  – 3 b ) 2   0 

         ( 3 a  + 3 b )(
3 2a  – 2 3 a 3 b  + 

3 2b )  0 

      ( 3 a  + 3 b )[(
3 2a  – 3 a 3 b  + 

3 2b ) – 3 a 3 b ]  0 

 ( 3 a  + 3 b )(
3 2a  – 3 a 3 b  + 

3 2b ) – 3 a 3 b ( 3 a  + 3 b )  0 

           (a + b) – (
3 2a 3 b  – 3 a

3 2b )  0 

         3a – 3
3 2a 3 b  – 3 3 a

3 2b  + 3b  0 

          a + 3
3 2a 3 b  + 3 3 a

3 2b  + b  4a + 4b 

        
8
1 (a + 3

3 2a 3 b  + 3 3 a
3 2b  + b)  

2
ba   

               (
2

ba 33 
) 3   ( 3

2
ba  ) 3  

เพราะฉะนั้น               
2

ba 33 
  3

2
ba          

เบื้ องหลงัการทดเลข   สมมติ        
2

ba 33 
  3

2
ba   

                (
2

ba 33 
) 3   ( 3

2
ba  ) 3  
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8
1 (a + 3

3 2a 3 b  + 3 3 a
3 2b  + b)  

2
ba   

          a + 3
3 2a 3 b  + 3 3 a

3 2b  + b  4a + 4b 

          3a – 3
3 2a 3 b  – 3 3 a

3 2b  + 3b  0 

          a – 
3 2a 3 b  – 3 a

3 2b  + b  0 

           a + b – (
3 2a 3 b  – 3 a

3 2b )  0 

 ( 3 a  + 3 b )(
3 2a  – 3 a 3 b  + 

3 2b ) – 3 a 3 b ( 3 a  + 3 b )  0 

      ( 3 a  + 3 b )[(
3 2a  – 3 a 3 b  + 

3 2b ) – 3 a 3 b ]  0 

         ( 3 a  + 3 b )(
3 2a  – 2 3 a 3 b  + 

3 2b )  0 

            ( 3 a  + 3 b )( 3 a  – 3 b ) 2   0       ... (1) 

เพราะฉะนั้นหากเราพิสจูน์ได้ว่า (1) เป็นจริง แล้วทาํการพิสจูน์แบบย้อนกลับกจ็ะได้ผลตามที่ต้องการ 

1.2 เทคนคิวิธี โดยไม่สูญเสียสาระสําคญัของกรณีทัว่ไปเราสามารถสมมติให ้

  ใช้หลักการและเหตุผลซ่ึงกล่าวว่า โดยไม่สูญเสียสาระสําคญัของกรณีทัว่ไปเราสามารถสมมติให ้ ตัว

แปรต่างที่ปรากฎในพจน์ของอสมการที่ต้องการพิสจูน์มีการเรียงลาํดับค่า โดยที่เราจะสมมติว่าเป็นการ

เรียงลาํดับค่าจากมากไปน้อย หรือ น้อยไปมาก กไ็ด้ แล้วนาํผลของการสมมติน้ันไปช่วยในการพิสจูน์อสมการ 

ตวัอย่าง 1.2.1 กาํหนดให้ a, b, c, d เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า dca   + dcb    ca db  + da cb  

แนวคิด รูปแบบของอสมการ dca   + dcb    ca db  + da cb  จะเหน็ว่าการสลับตัวแปร a กบั b และ การ

สลับตัวแปร c กบั d ยังคงได้รูปแบบอสมการเหมือนเดิม การพิสจูน์อสมการน้ีเราจึงสามารถใช้เหตุผลว่า โดย

ไม่สูญเสียสาระสําคญัของกรณีทัว่ไปเราสามารถสมมติให ้0  a  b และ 0  c  d 

เพราะว่า 0  a  b เพราะฉะน้ัน ca   cb  และ da   db   

เพราะฉะนั้น ca  – cb   0 และ da  – db   0 

เพราะฉะนั้น       ( ca  – cb )( da  – db )  0 

      ca ( da  – db ) – cb ( da  – db )  0 

           ca ( da  – db )  cb ( da  – db ) 

           dca   – ca db   da cb  – dcb   

            dca   + dcb    ca db  + da cb          

เบื้ องหลงัการทดเลข สมมติ     dca   + dcb    ca db  + da cb  

           dca   – ca db   da cb  – dcb   

              ca ( da  – db )  cb ( da  – db ) 

         ca ( da  – db ) – cb ( da  – db )  0 

            ( ca  – cb )( da  – db )  0          ... (1) 

เพราะฉะนั้นหากเราพิสจูน์ได้ว่า (1) เป็นจริง แล้วทาํการพิสจูน์แบบย้อนกลับกจ็ะได้ผลตามที่ต้องการ 
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ตวัอย่าง 1.2.2 กาํหนดให้ a, b, c  [0, 1]  

จงแสดงว่า 
1cb

a


 + 
1ac

b


 + 
1ba

c


 + (1 – a)(1 – b)(1 – c)  1 

แนวคิด จากรูปแบบของอสมการจะเหน็ว่าทุกการเรียงสบัเปล่ียน (a, b, c) เป็น (b, a, c), (b, c, a), ... จะ

ได้ว่ารูปแบบอสมการเหมอืนเดิม การพิสจูน์อสมการน้ีเราจึงสามารถใช้เหตุผลว่า โดยไม่สูญเสียสาระสําคญั

ของกรณีทัว่ไปเราสามารถสมมติให ้0  a  b  c  1 

เพราะฉะนั้น 
1cb

a


 + 
1ac

b


 + 
1ba

c


  
1ba

a


 + 
1ba

b


 + 
1ba

c


 = 
1ba
cba


  ... (1) 

  
1ba
cba


  + (1 – a)(1 – b)(1 – c) = 

1ba
1ba


  – 

1ba
c1


  + (1 – a)(1 – b)(1 – c) 

           = 1 – (
1ba

c1


 )(1 – (1 + a + b)(1 – a)(1 – b))  ... (2) 

เพราะว่า    (1 + a + b)(1 – a)(1 – b)  (1 + a + b + ab)(1 – a)(1 – b) 

              = (1 + a)(1 + b)(1 – a)(1 – b) 

              = (1 – 2a )(1 – 2b ) 

               (1)(1) = 1    (เพราะว่า a, b, c  [0, 1]) 

เพราะฉะนั้น    1 – (1 + a + b)(1 – a)(1 – b)  0 

เพราะว่า 
1ba

c1


   0 เพราะฉะน้ัน   (
1ba

c1


 )(1 – (1 + a + b)(1 – a)(1 – b))  0  

         1 – (
1ba

c1


 )(1 – (1 + a + b)(1 – a)(1 – b))  1 

จาก (2) จะได้          
1ba
cba


  + (1 – a)(1 – b)(1 – c)  1 

จาก (1) จะได้      
1cb

a


 + 
1ac

b


 + 
1ba

c


 + (1 – a)(1 – b)(1 – c)  1    

1.3 เทคนคิวิธี การ normalize ตวัแปรของอสมการ 

  ในกรณทีี่ผลรวมกาํลังของตัวแปรแต่ละพจน์ที่คูณกนัที่ปรากฎทั้งสองข้างของอสมการเท่ากนั  

ตัวอย่างเช่น  4a  – 2 2a 2c  + 4c   0 แต่ละพจน์ของการบวกมีกาํลังของตัวแปรรวมกนัเท่ากบั 4  

( 2a  + 2b )( 4a  + 4b )  ( 3a  + 3b ) 2  แต่ละพจน์ของการบวกมีกาํลังของตัวแปรรวมกนัเท่ากบั 6 

ให้ทาํการดัดแปรปัญหา โดยมีขั้นตอนที่สาํคัญในการพิสจูน์ดังน้ี 

ขั้นแรก สมมติ ให้ผลบวกบางพจน์ของอสมการค่าเป็น 1 หรือค่าคงตัวอื่นที่เหมาะสมกบัปัญหาน้ัน 

หมายเหตุ ภาษาเฉพาะทางคณติศาสตร์ของการทาํงานแบบน้ีเรียกว่า การ normalize ตัวแปรของอสมการ 

ขั้นท่ี 2. นาํผลจากการสมมติน้ันไปช่วยในการพิสจูน์อสมการ  

ขั้นท่ี 3. นาํผลจากกรณข้ีางต้นมาช่วยในการพิสจูน์อสมการในกรณทีั่วไป  

ตวัอย่าง 1.3.1 กาํหนดให้ a, b, c, d เป็นจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ 

จงแสดงว่า (ac + bd) 4   4( 4a  + 4b )( 4c  + 4d ) 

แนวคิด เพราะว่าเม่ือเรากระจายพจน์ในอสมการ เป็นการบวกกนัของพจน์ย่อย พบว่าแต่ละพจน์ที่บวกกนัซ่ึง

ปรากฎในอสมการมีผลรวมของกาํลังของตัวแปร (ac + bd) 4   4( 4a  + 4b )( 4c  + 4d ) เท่ากบั 4 ทุกพจน์ 

เพราะฉะนั้นจึงควรแยกกรณกีารพิสจูน์เป็น 2 กรณคืีอ 

   1. 4a  + 4b  = 1 และ 4c  + 4d  = 1 หรือ 2. 4a  + 4b   1 หรือ 4c  + 4d   1 
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กรณีท่ี 1. 4a  + 4b  = 1 และ 4c  + 4d  = 1 

   เพราะว่า           ( 2a  – 2c ) 2   0 

            4a  – 2 2a 2c  + 4c   0 

   เพราะฉะนั้น        4a  + 4c   2 2a 2c          ... (1) 

   ในทาํนองเดียวกนั       4b  + 4d   2 2b 2d          ... (2) 

              4a  + 4b   2 2a 2b          ... (3) 

              4c  + 4d   2 2c 2d          ... (4) 

   เพราะว่า 4a  + 4b  = 1 และ 4c  + 4d  = 1 

   เพราะฉะนั้น จาก (3) จะได้     1  2 2a 2b          ... (5) 

   และจาก (4) จะได้       1  2 2c 2d          ... (6) 

   จาก (5) และ (6) จะได้     (1)(1)  (2 2a 2b )(2 2c 2d ) 

               1  4 2a 2b 2c 2d  

   เพราะฉะนั้น         1  2abcd         ... (7) 

   จาก (1) และ (2) จะได้ ( 4a  + 4c ) + ( 4b  + 4d )   2 2a 2c  + 2 2b 2d  

          ( 4a  + 4b ) + ( 4c  + 4d )   2 2a 2c  + 2 2b 2d  

   เพราะว่า 4a  + 4b  = 1 และ 4c  + 4d  = 1 

   เพราะฉะนั้น           1 + 1  2 2a 2c  + 2 2b 2d  

                   1  2a 2c  + 2b 2d     ... (8) 

   จาก (7) และ (8) จะได้        1 + 1  2a 2c  + 2b 2d  + 2abcd 

                 2  (ac + bd) 2  

                 4  (ac + bd) 4       ... (9) 

                 4(1)(1)  (ac + bd) 4  

   เพราะว่า 4a  + 4b  = 1 และ 4c  + 4d  = 1 

   เพราะฉะนั้น      4( 4a  + 4b )( 4c  + 4d )  (ac + bd) 4  

กรณีท่ี 2. 4a  + 4b   1 หรือ 4c  + 4d   1 

   ให้  A = 
4 44 ba

a


, B = 

4 44 ba

b


, C = 

4 44 dc

c


 และ D = 

4 44 dc

d


 

   เพราะฉะนั้น 4A  + 4B  = 1 และ 4C  + 4D  = 1 

   ในทาํนองเดียวกบัการพิสจูน์กรณทีี่ 1.  

   จะได้ผลแบบเดียวกบั (9) คือ   4  (AC + BD) 4  

             4  (
4 44 ba

a

 4 44 dc

c


 + 

4 44 ba

b

 4 44 dc

d


) 4  

   เพราะฉะนั้น 4( 4a  + 4b )( 4c  + 4d )  (ac + bd) 4             
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1.4 เทคนคิวิธี อุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์

  อปุนัยเชิงคณติศาสตร์ ใช้ในกรณอีสมการที่ต้องการพิสจูน์มีพจน์ของอสมการ ข้อความหรือสตูรต่าง ๆ 

ที่ขึ้นอยู่กบัจาํนวนนับ n การประยุกต์ใช้อปุนัยเชิงคณติศาสตร์สามารถเลือกใช้ได้หลายแบบตามความเหมาะสม

ของรูปแบบอสมการที่ต้องการพิสจูน์ ทฤษฎีบทเกี่ยวกบัอปุนัยเชิงคณติศาสตร์มีกล่าวไว้หลายแบบเช่น 

ทฤษฎีบท 1.4.1 อุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์(แบบท่ี 1.) 

 ให้ P(n) เป็นข้อความในพจน์ของจาํนวนนับ n  

 ถ้า  (1) P(1) เป็นจริง  

   (2) ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

 แล้ว P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n  1 

ตวัอย่าง 1.4.1 กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก และ 1a , 2a , ... , na   [0, 1] 

จงแสดงว่า (1 – 1a )(1 – 2a ) ... (1 – na )  1 – ( 1a  + 2a  + ... + na ) 

แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ 

“ (1 – 1a )(1 – 2a ) ... (1 – na )  1 – ( 1a  + 2a  + ... + na ) เม่ือ 1a , 2a , ... , na   [0, 1] ” 

(1) การแสดงว่า P(1) เป็นจริง 

  เพราะว่า 1 – 1a  = 1 – ( 1a ) เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 

  เพราะฉะนั้น     (1 – 1a )(1 – 2a ) ... (1 – ka )  1 – ( 1a  + 2a  + ... + ka ) 

  เพราะว่า            1 – 1ka    0 

  เพราะฉะนั้น (1 – 1a )(1 – 2a ) ... (1 – ka )(1 – 1ka  ) 

          (1 – ( 1a  + 2a  + ... + ka ))(1 – 1ka  ) 

         = 1 – 1ka   – ( 1a  + 2a  + ... + ka ) + ( 1a  + 2a  + ... + ka ) 1ka   

         = 1 – ( 1a  + 2a  + ... + ka  + 1ka  ) + ( 1a  + 2a  + ... + ka ) 1ka   

          1 – ( 1a  + 2a  + ... + ka  + 1ka  ) 

  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  1             

ตวัอย่าง 1.4.2 กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก และ 1a , 2a , ... , na   [0, 1] 

จงแสดงว่า 1a  + 2a  + 3a  + ... + na   n – 1 + 1a 2a 3a ... na  

แนวคิด ให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก และ n  2 และ 1a , 2a , ... , na   [0, 1] 

ให้ P(n) แทนข้อความ  

“ 1a  + 2a  + 3a  + ... + na   n – 1 + 1a 2a 3a ... na  เม่ือ 1a , 2a , 3a , ... , na   [0, 1] ” 

(1) การแสดงว่า P(1) เป็นจริง 

  เพราะว่า 1a   1 – 1 + 1a  เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 
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(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 

  เพราะฉะนั้น      1a  + 2a  + 3a  + ... + ka   k – 1 + 1a 2a 3a  ... ka  

  เพราะฉะนั้น 1a  + 2a  + 3a  + ... + ka  + 1ka    k – 1 + 1a 2a 3a  ... ka  + 1ka   

  เพราะว่า 1ka    [0, 1] เพราะฉะน้ัน 1 – 1ka    0 

  เพราะว่า 1a , 2a , ... , ka   [0, 1] เพราะฉะน้ัน   1a 2a 3a ... ka   1 

                 1 – 1a 2a 3a ... ka   0 

  เพราะฉะนั้น           (1 – 1ka  )(1 – 1a 2a 3a ... ka )  0 

        1 – 1a 2a 3a ... ka  – 1ka   + 1a 2a 3a ... ka 1ka    0 

      (k + 1a 2a ... ka 1ka  ) – (k – 1 + 1a 2a 3a ... ka  + 1ka  )  0 

               k – 1 + 1a 2a 3a ... ka  + 1ka    k + 1a 2a 3a ... ka 1ka   

                  = (k + 1) – 1 + 1a 2a 3a ... ka 1ka   

  เพราะฉะนั้น 1a  + 2a  + 3a  + ... + ka  + 1ka    (k + 1) – 1 + 1a 2a 3a ... ka 1ka   

  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  1             

ทฤษฎีบท 1.4.2 อุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์(แบบท่ี 2.) 

 ให้ P(n) เป็นข้อความในพจน์ของจาํนวนนับ n ให้ m เป็นจาํนวนนับ 

 ถ้า  (1) P(m) เป็นจริง  

   (2) ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  m แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

 แล้ว P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n  m 

ตวัอย่าง 1.4.3 จงแสดงว่า 
22

1  + 
23

1  + 
24

1  + ... + 
2n

1   1 – 
n
1  ทุกจาํนวนนับ n  2 

แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ 
22

1  + 
23

1  + 
24

1  + ... + 
2n

1   1 – 
n
1  ” 

(1) การแสดงว่า P(2) เป็นจริง 

  เพราะว่า 
22

1   1 – 
2
1  เพราะฉะน้ัน P(2) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 

  เพราะฉะนั้น     
22
1  + 

23
1  + 

24

1  + ... + 
2k

1   1 – 
k
1  

  และ    
22
1  + 

23
1  + 

24
1  + ... + 

2k
1  + 

2)1k(
1


  1 – 
k
1  + 

2)1k(

1


    ... (1) 

  (1 – 
k
1  + 

2)1k(

1


) – (1 – 

1k
1


) = 
k
1  + 

2)1k(

1


 + 

1k
1


 = 
2

2

)1k(k

k)1k(k)1k(




 

             = 
2

22

)1k(k
kkk1k2k


  = 

2)1k(k

1


   0 
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  เพราะฉะนั้น           1 – 
k
1  + 

2)1k(

1


  1 – 

1k
1


 

  จาก (1) จะได้   
22
1  + 

23
1  + 

24
1  + ... + 

2k
1  + 

2)1k(

1


  1 – 

1k
1


 

  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  2             

หมายเหตุ เพราะว่า 
21
1  + 

22
1  + 

23
1  + ... + 

2n
1   2 – 

n
1  

เพราะฉะนั้น 


1  n
2n
1  = 

n
lim (

21
1  + 

22
1  + 

23
1  + ... + 

2n
1 )  

n
lim (2 – 

n
1 ) = 2 

ค่าจริงของ 


1n
2n
1  = 

6

2   1.645 

ตวัอย่าง 1.4.4 กาํหนดให้ 1a , 2a , ... , na  และ 1b , 2b , ... , nb  เป็นจาํนวนจริง 

จงแสดงว่า 


n

1  i

2
ia 



2

1  i

2
ib  – (



n

1  i
ia ib ) 2  = 

2
1 



n

1  i



n

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2  

หมายเหตุ สมการน้ีเรียกว่า เอกลกัษณข์องลากรองจ ์(Lagrange’s identity) 

แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ 1a , 2a , ... , na  และ 1b , 2b , ... , nb  เป็นจาํนวนจริง 

จะได้ว่า 2(


n

1  i

2
ia 



n

1  i

2
ib  – (



2

1  i
ia ib ) 2 ) = 



n

1  i



n

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2  ” 

(1) การแสดงว่า P(2) เป็นจริง 

( 2
1a  + 2

2a )( 2
1b  + 2

2b ) – ( 1a 1b  + 2a 2b ) 2  

 = 2
1a 2

1b  + 2
1a 2

2b  + 2
2a 2

1b  + 2
2a 2

2b  – ( 2
1a 2

1b  + 2 1a 1b 2a 2b  + 2
2a 2

2b ) 

 = 2
1a 2

2b  – 2 1a 2b 2a 1b  + 2
2a 2

1b  

 = ( 1a 2b  – 2a 1b ) 2  

2
1 



2

1  i



2

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2   = 
2
1 (



2

1  i

( ia 1b  – 1a ib ) 2 + ( ia 2b  - 2a ib ) 2 ) 

 = 
2
1 (( 1a 1b  – 1a 1b ) 2  + ( 1a 2b  – 2a 1b ) 2  + ( 2a 1b  – 1a 2b ) 2 + ( 2a 2b  – 2a 2b ) 2 ) 

 = 
2
1 (( 1a 2b  – 2a 1b ) 2  + ( 2a 1b  – 1a 2b ) 2 ) 

 = ( 1a 2b  – 2a 1b ) 2  

เพราะฉะนั้น P(2) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 

เพราะว่า 2(




1k

1  i

2
ia 





1k

1  i

2
ib  – (





1k

1  i
ia ib ) 2 ) 
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= 2((


k

1  i

2
ia  + 2

1ka  )(


k

1  i

2
ib  + 2

1kb  ) – ( 1ka  1kb   + 


k

1  i
ia ib ) 2 ) 

= 2( 2
1ka 

2
1kb   + 2

1ka  


k

1  i

2
ib  + 2

1kb  


k

1  i

2
ia  + 



k

1  i

2
ia 



k

1  i

2
ib  

    – ( 2
1ka 

2
1kb   + 2 1ka  1kb  



k

1  i
ia ib  + (



k

1  i
ia ib ) 2 )) 

= 2(


k

1  i

2
ia 



k

1  i

2
ib  – (



k

1  i
ia ib ) 2 ) + 2( 2

1ka  


k

1  i

2
ib  + 2

1kb  


k

1  i

2
ia  – 2 1ka  1kb  



k

1  i
ia ib ) 

= 2(


k

1  i

2
ia 



k

1  i

2
ib  – (



k

1  i
ia ib ) 2 ) + 2(



k

1  i

2
ia 2

1kb  – 2 ia 1kb  1ka  ib  + 2
1ka 

2
ib ) 

= 2(


k

1  i

2
ia 



k

1  i

2
ib  – (



k

1  i
ia ib ) 2 ) + 2



k

1  i

( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2  

= 


k

1  i



k

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2  + 2


k

1  i

( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2      (เพราะว่า P(k) เป็นจริง) 

= 


k

1  i



k

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2  + 


k

1  i

( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2  + 


k

1  i

( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2  

= 


k

1  i

(( 


k

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2 ) + ( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2 ) + 


k

1  j

( 1ka  jb  – 1kb  ja ) 2  

= 


k

1  i

(( 


k

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2 ) + ( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2 ) + (


k

1  j

( 1ka  jb  – 1kb  ja ) 2 + 0) 

= 


k

1  i

(( 


k

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2 ) + ( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2 )  

 + ( 


k

1  j

( 1ka  jb  – ja 1kb  ) 2  + ( 1ka  1kb   – 1ka  1kb  ) 2 ) 

= 




1k

1  i

(( 


k

1  j

(( ia jb  – ja ib ) 2 ) + ( ia 1kb   – 1ka  ib ) 2 ) 

= 




1k

1  i





1k

1  j

( ia jb  – ja ib ) 2  

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  2             

ทฤษฎีบท 1.4.3 อุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์(แบบท่ี 3.) 

ให้ P(n) เป็นข้อความในพจน์ของจาํนวนนับ n ให้ 0n  เป็นจาํนวนนับ 

 ถ้า  (1) P( 0n ) เป็นจริง  

   (2) ทุกจาํนวนนับ m  0n  ถ้า P(k) เป็นจริง ทุกค่า 0n   k  m – 1 แล้ว P(m) เป็นจริง 

 แล้ว P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n  0n  
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ตวัอย่าง 1.4.5 ให้ 1a  = 3, 2a  = 7, na  = 3 1na   – 2 2na   จงแสดงว่า na  = 1n2   – 1 ทุกค่า n  3 

แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ na  = 1n2   – 1 ” 

(1) การแสดงว่า P(3) เป็นจริง  

  เพราะว่า 3 2a  – 2 1a  = 3(7) – 2(3) = 15 = 42  – 1 = 3a  

  เพราะฉะนั้น P(3) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ทุกจาํนวนนับ m ถ้า P(k) เป็นจริง ทุกค่า k = 1, 2, ... , m – 1 แล้ว P(m) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง ทุกค่า k = 3, 4, ... , m – 1 

  ma  = 3 1ma   – 2 2ma   

    = 3( 1)1m(2   – 1) – 2( 1)2m(2   – 1) (เพราะว่า P(m – 1), P(m – 2) เป็นจริง) 

    = 3( m2  – 1) – 2( 1m2   – 1)  

    = 3 m2  – 3 – m2  + 2 = (3 – 1) m2  – 1 = (2) m2  – 1 = 1m2   – 1 

  เพราะฉะนั้น P(m) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  3             

1.5 เทคนคิวิธี บทประยุกตข์องอุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์แบบที ่1. 

  ในกรณอีสมการที่ต้องการพิสจูน์มีรูปแบบเป็น L(n)  R(n) โดยที่ L(n), R(n) เป็นสตูรในพจน์ของ n 

ในรูปแบบผลคูณ การพิสจูน์อสมการควรใช้ บทประยกุตข์องอุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์แบบท่ี 1. ซ่ึงกล่าวว่า 

สาํหรับ L(n) และ R(n) เป็นพจน์ในเทอมของจาํนวนนับ n ให้ 0n  เป็นจาํนวนนับ 

ถ้า  (1) L( 0n )  R( 0n ) 

  (2) ทุกจาํนวนนับ n  0n  

    L(n), L(n + 1), R(n), R(n + 1) เป็นจาํนวนจริงบวก และ 
)n(L

)1n(L 
  

)n(R
)1n(R 
 

แล้ว L(n)  R(n) ทุกจาํนวนนับ n  0n  

ตวัอย่าง 1.5.1 จงแสดงว่า ( n
n2 )  

n2
4n

 ทุกจาํนวนนับ n  2 

แนวคิด ให้ L(n) = ( n
n2 ) และ R(n) = 

n2
4n

 

(1) การแสดงว่า L(2)  R(2) 

  เพราะว่า L(2) = (
2

)2(2
) = ( 2

4 ) = 
!2 !2

!4  = 6 และ R(2) = 
22

42
 = 4 2  = 4(1.414) = 5.656 

  เพราะฉะนั้น L(2)  R(2) 

(2) การแสดงว่า ทุกจาํนวนนับ n  2 

  L(n), L(n + 1), R(n), R(n + 1) เป็นจาํนวนจริงบวก และ 
)n(L

)1n(L 
  

)n(R
)1n(R 
 

  จากสตูรของ L(n) และ R(n) จะได้ว่า L(n), L(n + 1), R(n), R(n + 1) เป็นจาํนวนจริงบวก 
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)n(L

)1n(L 
 = 

)n
n2(

)
1n

)1n(2
( 



 = 
)!n2( )!1n( )!1n(

!n !n )!2n2(



 = 

)1n)(1n(
)2n2)(1n2(




 = 
1n

)1n2(2



 

  
)n(R

)1n(R 
 = 

n2
4

1n2
4

n

1n





 = 
1n

n4


  

  เพราะฉะนั้น (
)n(L

)1n(L 
) 2  = 

2

2

)1n(

)1n2(4




 และ (

)n(R
)1n(R 
) 2  = 

1n
n16


 

  เพราะว่า  4(2n + 1) 2 (n + 1) – 16n(n + 1) 2    = 4(n + 1)((2n + 1) 2  – 4n(n + 1)) 

     = 4(n + 1)(4 2n  + 4n + 1 – 4 2n  – 4n)   = 4(n + 1)  0 

  เพราะฉะนั้น   4(2n + 1) 2 (n + 1)  16n(n + 1) 2  

          
2

2

)1n(

)1n2(4




  

1n
n16


 

           (
)n(L

)1n(L 
) 2

  (
)n(R

)1n(R 
) 2  

  เพราะฉะนั้น       
)n(L

)1n(L 
  

)n(R
)1n(R 
 

โดยบทประยุกต์ของอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ แบบที่ 1. จะได้ว่า L(n)  R(n) ทุกจาํนวนนับ n  2    

1.6 เทคนคิวิธี บทประยุกตข์องอุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์แบบที ่2. 

  ในกรณทีี่อสมการที่ต้องการพิสจูน์มีรปูแบบเป็น L(n)  R(n) โดยที่ L(n), R(n) เป็นสตูรในพจน์ของ 

n ในรูปผลบวก การพิสจูน์อสมการควรใช้ บทประยุกตข์องอุปนยัเชิงคณิตศาสตร ์แบบท่ี 2. ซ่ึงกล่าวว่า 

สาํหรับ L(n) และ R(n) ซ่ึงเป็นพจน์ในเทอมของจาํนวนนับ n ให้ 0n  เป็นจาํนวนนับ 

ถ้า  (1) L( 0n )  R( 0n ) 

  (2) ทุกจาํนวนนับ n  0n  

    L(n), L(n + 1), R(n), R(n + 1) เป็นจาํนวนจริงบวก  

    และ L(n + 1) – L(n)  R(n + 1) – R(n) 

แล้ว L(n)  R(n) ทุกจาํนวนนับ n  0n  

ตวัอย่าง 1.6.1 จงแสดงว่า 1 + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1   2( 1n   – 1) ทุกจาํนวนจริงนับ n 

แนวคิด ให้ L(n) = 1 + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1  และ R(n) = 2( 1n   – 1) 

(1) การแสดงว่า L(1)  R(1) 

  เพราะว่า L(1) = 1 และ R(1) = 2( 2  – 1) = 2(1.414 – 1) = 0.828  

  เพราะฉะนั้น L(1)  R(1) 

(2) กาํหนดให้ n  1  

  การแสดงว่า L(n), L(n + 1), R(n), R(n + 1) เป็นจาํนวนจริงบวก  
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  และ L(n + 1) – L(n)  R(n + 1) – R(n) 

  เพราะว่า L(n) = 1 + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1  และ R(n) = 2( 1n   – 1) 

  เพราะฉะนั้น L(n), L(n + 1), R(n), R(n + 1) เป็นจาํนวนจริงบวก 

   L(n + 1) – L(n) = (1 + 
2

1  + ... + 
n

1  + 
1n

1


) – (1 + 
2

1  + ... + 
n

1 ) = 
1n

1


 

   R(n + 1) – R(n) = (2( 2n   – 1)) – (2( 1n   – 1))    = 2( 2n   - 1n  ) 

    = 2( 2n   - 1n  )
1n2n

1n2n




  = 2
1n2n

)1n()2n(




 = 
1n2n

2


 

    L(n + 1) – L(n) – R(n + 1) – R(n) 

    = 
1n

1


 – 
1n2n

2


 = 
)1n2n(1n

1n21n2n


  = 

)1n2n(1n

1n2n




  0 

  เพราะฉะนั้น L(n + 1) – L(n)  R(n + 1) – R(n) 

โดยบทประยุกต์ของอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ แบบที่ 2. จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกจาํนวนนับ n  1     

หมายเหตุ ผลจากข้างต้นจะได้ 
n

lim (1 + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1 )  
n

lim (2( 1n   – 1)) =  

เพราะฉะนั้น 


 0 n n
1  เป็นอนุกรมลู่ออก 

1.7 เทคนคิวิธี ฟังกช์นัเอกพนัธ ์(Homogeneous function) 

  การพิสจูน์ในวิธน้ีีเราใช้ประโยชน์ของฟังกชั์นเอกพันธ ์(Homogeneous function) โดยการตรวจสอบว่า 

จากอสมการ         L( 1x , 2x , ... , nx )  R( 1x , 2x , ... , nx ) 

จัดรูปเป็น    L( 1x , 2x , ... , nx ) – R( 1x , 2x , ... , nx )  0 

ให้ Q( 1x , 2x , ... , nx ) = L( 1x , 2x , ... , nx ) – R( 1x , 2x , ... , nx ) 

แล้วตรวจสอบว่า Q( 1x , 2x , ... , nx ) เป็นฟังกชั์นเอกพันธ ์หรือไม่ 

บทนยิาม 1.7.1 Q( 1x , 2x , ... , nx ) เป็น ฟังกช์นัเอกพนัธ ์(Homogeneous function)  

ถ้ามีจาํนวนจริง r ที่ทาํให้ Q(t 1x , t 2x , ... , t nx ) = rt Q( 1x , 2x , ... , nx ) ทุกจาํนวนจริง t  0 

ตัวอย่างเช่น Q(x, y) = 4x  + 2x 2y  + 4y  

 เพราะว่า Q(tx, ty) = 4t 4x  + 2t 2x 2t 2y  + 4t 4y  = 4t 4x  + 2x 2y  + 4y  = 4t Q(x, y) 

 เพราะฉะนั้น Q(x, y) = 4x  + 2x 2y  + 4y  เป็นฟังกชั์นเอกพันธ ์ 

การพิสจูน์อสมการ Q( 1x , 2x , ... , nx )  0 ในกรณทีี่ Q( 1x , 2x , ... , nx ) เป็นฟังกชั์นเอกพันธ ์ 

เพราะว่า Q(t 1x , t 2x , ... , t nx ) = rt Q( 1x , 2x , ... , nx ) และ rt   0 

ต่อไปจึงใช้เหตุผลว่า    Q( 1x , 2x , ... , nx )  0 กต่็อเม่ือ rt Q( 1x , 2x , ... , nx )  0  

                กต่็อเม่ือ Q(t 1x , t 2x , ... , t nx )  0  

เพราะฉะนั้น เลือกค่า t ที่ทาํให้การคาํนวณค่า Q(t 1x , t 2x , ... , t nx ) ง่าย 

และพิสจูน์อสมการ Q(t 1x , t 2x , ... , t nx )  0 แทน การพิสจูน์อสมการ Q( 1x , 2x , ... , nx )  0 
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การพิสจูน์แบ่งเป็น 2 ขั้นตอนคือ 

ขั้นท่ี 1. สมมติให้ผลบวกบางชุดของตัวแปรมีค่าเท่ากบั 1 

ขั้นท่ี 2. พิสจูน์กรณทีั่วไปที่ผลบวกของตัวแปรชุดน้ันมีค่าไม่เท่ากบั 1 

ตวัอย่าง 1.7.1 กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า 22 ba    
4 44 ba   

แนวคิด ให้ L(a, b) = 22 ba   และ R(a, b) = 
4 44 ba   

ให้ Q(a, b) = L(a, b) – R(a, b) = 22 ba   – 
4 44 ba   

เพราะว่า   Q(ta, tb) = 2222 btat   – 
4 4444 btat    = t 22 ba   – t

4 44 ba    

      = t( 22 ba   – 
4 44 ba  )   = tQ(a, b) 

เพราะฉะนั้น Q(a, b) เป็นฟังกชั์นเอกพันธ ์                  

หมายเหตุ เลือกค่า t ที่เหมาะสมเพ่ือทาํให้ค่า 2t 2a  + 2t 2b  = 1  

และแยกการพิสจูน์ 2 ขั้นตอนคือ ขั้นที่ 1. สมมติ 2a  + 2b  = 1 และขั้นที่ 2. พิสจูน์กรณทีี่ 2a  + 2b   1 

ขั้นท่ี 1. สมมติ 2a  + 2b  = 1   เพราะว่า a  0 และ b  0 เพราะฉะน้ัน 2a   1 และ 2b   1 

เพราะฉะนั้น 4a   2a  และ 4b   2b  เพราะฉะน้ัน 4a  + 4b   2a  + 2b  = 1 

เพราะฉะนั้น 
4 44 ba   = 1 = 22 ba   

ขั้นท่ี 2. สมมติ 4a  + 4b   1   เลือกค่า t = 
22 ba

1


 เพราะฉะน้ัน t  0 

   ให้ x = ta = 
22 ba

a


 และ y = tb = 

22 ba

b


  

   เพราะฉะนั้น 2x  + 2y  = 
22

2

ba

a


 + 

22

2

ba

b


 = 1 

   ในทาํนองเดียวกนักบัการพิสจูน์ของขั้นที่ 1. จะได้ว่า 4 44 yx    22 yx   

   เพราะฉะนั้น   
4 4444 btat    2222 btat   

          t
4 44 ba    t 22 ba   

           
4 44 ba    22 ba          (เพราะว่า t  0) 

จากที่พิสจูน์มาข้างต้นสรปุได้ว่า 
4 44 ba    22 ba                 

1.8 เทคนคิวิธี ใชผ้ลของค่า discriminant ( AC4B2  ) ของ F(x) = A 2x  + Bx + C 

  ค่า discriminant ที่นักเรียนศกึษามาต้ังแต่ช้ัน ม. ต้น เม่ือเรียนสงูขึ้นในระดับปริญญาตรี–โท–เอก กยั็งมี

การนาํประโยชน์ของค่า discriminant มาใช้ ในที่น้ีจึงของนาํประโยชน์ของค่า discriminant มาช่วยในการพิสจูน์

อสมการ 

บทนยิาม 1.8.1 ค่า discriminant ของ สมการ หรือ ฟังกชั์น F(x) = a 2x  + bx + c = 0 คือค่า 2b  – 4ac 

ใช้สญัลักษณแ์ทนด้วย D = 2b  – 4ac  
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จากพ้ืนฐานคณติศาสตร์ระดับ ม. ต้น (ถ้าทุกโรงเรียนของประเทศไทยยังมีการสอนเร่ืองน้ีอยู่) จะได้ข้อสรุปว่า 

 1. ถ้า 2b  – 4ac  0 แล้ว a 2x  + bx  + c = 0 มีราก 2 ตัวค่าต่างกนั คือ x = 
a2

ac4bb 2 
 

 2. ถ้า 2b  – 4ac = 0 แล้ว a 2x  + bx  + c = 0 มีราก 1 ค่า คือ x = 
a2

b  โดยมีภาวะรากซํา้ = 2 

 3. ถ้า 2b  – 4ac  0 แล้ว a 2x  + bx  + c = 0 ไม่มีรากเป็นจาํนวนจริง แต่มีรากเป็นจาํนวนเชิงซ้อน 

ประโยชน์จากค่า discriminant มีมากกว่าข้อสรุปข้างต้น ซ่ึงเป็นประโยชน์ในการพิสจูน์อสมการดังน้ี 

ให้ F(x) = a 2x  + bx + c = 0 จะได้ F(x) = a(x + 
a2

b ) 2  – 
a4

D  เม่ือ D = 2b  – 4ac  

ให้ 0x  = 
a2

b  จะได้ว่า F( 0x ) = –
a4

D  

กรณีท่ี 1. a  0 จะได้ว่า 

 1. F(x)  F( 0x ) ทุกค่า x  0x  

 2. F(x)  0 ทุกค่า x กต่็อเม่ือ D  0 

 3. ถ้า D = 0 แล้ว F(x)  0 ทุกค่า x นอกจากยังได้ว่า F(x) = 0 กต่็อเม่ือ x = 0x  

 4. ถ้า D  0 และ 1x  = 
a2

ac4bb 2 
, 2x  = 

a2
ac4bb 2 

 เป็นรากของ F(x) = 0 

  แล้ว F(x)  0 เม่ือ 2x   x  1x  และ F(x)  0 เม่ือ x  2x  หรือ x  1x  

กรณีท่ี 2. a  0 จะได้ว่า 

 1. F(x)  F( 0x ) ทุกค่า x  0x  

 2. F(x)  0 ทุกค่า x กต่็อเม่ือ D  0 

 3. ถ้า D = 0 แล้ว F(x)  0 ทุกค่า x นอกจากยังได้ว่า F(x) = 0 กต่็อเม่ือ x = 0x  

 4. ถ้า D  0 และ 1x  = 
a2

ac4bb 2 
, 2x  = 

a2
ac4bb 2 

 เป็นรากของ F(x) = 0 

  แล้ว F(x)  0 เม่ือ 2x   x  1x  และ F(x)  0 เม่ือ x  2x  หรือ x  1x  

ตวัอย่าง 1.8.1 จงแสดงว่า (


1  i
ia ib ) 2   (



1  i

2
ia )(



1  i

2
ib ) เม่ือ 



1  i

2
ia  และ 



1  i

2
ib  มีค่า 

แนวคิด ให้ F(t)  = 


1  i

(t ia  + ib ) 2         = 


1  i

(
2

t 2
ia  + 2 ia ib  + 2

ib ) 2  

      = 
2

t 


1  i

2
ia  + (2



1  i
ia ib )t + 



1  i

2
ib   = A

2
t  + Bt + C 

เม่ือ A = 


1  i

2
ia , B = 2



1  i
ia ib  และ C = 



1  i

2
ib  เพราะว่า F(t) = 



1  i

(t ia  + ib ) 2   0  

เพราะฉะนั้น 
2

B  – 4AC  0 ซ่ึงจะได้   
2

B   4AC 

           (2


1  i
ia ib )

2
  4(



1  i

2
ia )(



1  i

2
ib ) 

เพราะฉะนั้น          (


1  i
ia ib ) 2   (



1  i

2
ia )(



1  i

2
ib )         
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1.9 เทคนคิวิธี การจดัรูปพชีคณิตเบื้ องตน้ กําลงัสองสมับูรณ ์และ อสมการพื้ นฐาน 

  การพิสจูน์อสมการ พจน์ทางซ้าย(L)  พจน์ทางขวา (R) เราสามารถใช้ประโยชน์จากการจัดรูปทาง

พีชคณติให้พจน์ของ L – R เป็นรูปแบบกาํลังสองสมบูรณ ์หรือรูปแบบอื่น ๆ ที่ยืนยันได้ว่า L – R  0 แล้วเรา

จะสรุปได้ว่า L  R นอกจากน้ันเรายังสามารถนาํอสมการพ้ืนฐานมาช่วยในการพิสจูน์อสมการที่มีโครงสร้างของ

สตูรที่ยุ่งยากได้ด้วย อสมการพ้ืนฐานมาช่วยในการพิสจูน์เช่น 

 1. 2x  + 2xy = (x + y) 2  – 2y          ทุกจาํนวนจริง x, y 

  (x + y + z) 2  = 2x  + 2y  + 2z  + 2(xy + yz + zx)   ทุกจาํนวนจริง x, y, z 

 2. x + y  2 xy              ทุกจาํนวนจริง x  0 และ y  0 

 3. x + 
x
1   2               ทุกจาํนวนจริง x  0 

 4. 
y
x  + 

x
y

  2              ทุกจาํนวนจริง x  0 และ y  0 

 5. 2x  + 2y   2xy             ทุกจาํนวนจริง x, y 

 6. xy  (
2

yx 
) 2              ทุกจาํนวนจริง x  0 และ y  0 

 7. 1 + 2x   2x              ทุกจาํนวนจริง x 

ตวัอย่าง 1.9.1 กาํหนดให้ x, y, z เป็นจาํนวนจริง  

จงแสดงว่า 2x  + 2y  + 2z   xy + yz + zx และ 
xzyzxy
)zyx( 2




  3 

แนวคิด เพราะว่า          (x – y) 2   0 

              2x  – 2xy + 2y   0 

                2x  + 2y   2xy         ... (1) 

ในทาํนองเดียวกนั จะได้           2y  + 2z   2yz         ... (2) 

และ                2z  + 2x   2zx         ... (3) 

จาก (1), (2) , (3) จะได้ ( 2x  + 2y ) + ( 2y  + 2z ) + ( 2z  + 2x )  2xy + 2yz + 2zx 

             2 2x  + 2 2y  + 2 2z   2xy + 2yz + 2zx 

เพราะฉะนั้น         2x  + 2y  + 2z   xy + yz + zx      ... (4) 

จาก (4) จะได้     2x  + 2y  + 2z  + 2(xy + yz + zx)  xy + yz + zx + 2(xy + yz + zx) 

               (x + y + z) 2   3(xy + yz + zx) 

เพราะฉะนั้น             
xzyzxy
)zyx( 2




  3           

ตวัอย่าง 1.9.2 กาํหนดให้ a, b, c, d เป็นจาํนวนจริงบวก  

จงแสดงว่า (1 + 2a )(1 + 2b )(1 + 2c )(1 + 2d )  16abcd 

แนวคิด เพราะว่า 1 + 2a   2a, 1 + 2b   2b, 1 + 2c   2c และ 1 + 2d   2d 

เพราะฉะนั้น (1 + 2a )(1 + 2b )(1 + 2c )(1 + 2d )  (2a)(2b)(2c)(2d) = 16abcd      
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1.10 เทคนคิวิธี เปรียบเทียบค่าของผลหาร หรือ ผลต่าง 

  ใช้หลักการเปรียบเทยีบขั้นพ้ืนฐานระหว่างของสองสิ่ง ด้วยการจับลบกนั หรือ จับมาหารกนั โดยมี

หลักเกณฑท์ี่สาํคัญดังน้ี 

 1. ถ้า L – R  0 แล้ว L  R 

 2. ถ้า L  0 และ R  0 และ 
R
L   1 แล้ว L  R 

ปัญหาเกี่ยวกบัอสมการส่วนใหญ่สามารถใช้แนวคิด 2 แบบข้างต้นช่วยในการพิสจูน์ได้ 

ตวัอย่าง 1.10.1 จงแสดงว่า 
!n !n
)!n2(

  
!k)(2n !k

)!n2(


 ทุกค่า k = 1, 2, ... , n – 1 

แนวคิด ให้ n, k เป็นจาํนวนนับ และ k  n – 1 

)!kn(2 !k
)!n2(
!n !n
)!n2(



 = 
!n !n

)!kn2(!k 
 

    = (
!n
!k )(

!n
)!kn2( 

) 

    = (
)n)(1n( ... )2k)(1k(

1


)(
1

)kn2)(1kn2( ... )2n)(1n( 
) 

    = (
1k
1n


 )(

2k
2n


 ) ... (

1n
1kn2


 )(

n
kn2  )           ... (1) 

เพราะว่า k เป็นจาํนวนนับ และ 1  k  n – 1  

เพราะฉะนั้น 
1k
1n


   1, 

2k
2n


   1, ... ,

1n
1kn2


   1, 

n
kn2    1         ... (2) 

จาก (1) และ (2) จะได้ 

)!kn(2 !k
)!n2(
!n !n
)!n2(



  (1)(1) ... (1)(1) = 1 

เพราะฉะนั้น 
!n !n
)!n2(

  
!k)(2n !k

)!n2(


 ทุกค่า k = 1, 2, ... , n – 1             

ตวัอย่าง 1.10.2 จงแสดงว่า 4a  + 4b   a 3b  + 3a b ทุกจาํนวนจริง a, b 

แนวคิด เพราะว่า การสลับตัวแปร a, b เป็น b, a จะได้อสมการเหมือนเดิม  

เพราะฉะนั้น การพิสจูน์อสมการน้ีสามารถใช้เหตุผล โดยไม่สูญเสียสาระสําคญัของกรณีทัว่ไปเราสามารถ

สมมติให ้0  a  b 

 ( 4a  + 4b ) – (a 3b  + 3a b) = ( 4a  – 3a b) + ( 4b  – a 3b ) 

         = 3a (a – b) + 3b (b – a) 

         = 3a (a – b) – 3b (a – b) 

         = ( 3a  – 3b )(a – b)             ... (1) 

เพราะว่า 0  a  b เพราะฉะน้ัน 3a  – 3b   0 และ a – b  0  

จาก (1) จะได้  ( 4a  + 4b ) – (a 3b  + 3a b)  0 

เพราะฉะนั้น        4a  + 4b   a 3b  + 3a b              
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1.11 เทคนคิวิธี ใชผ้ลของทฤษฎีบทเกีย่วกบัอสมการ 

  การพิสจูน์อสมการโดยอ้างผลทฤษฎบีทที่สาํคัญของอสมการ ให้จัดรูปอสมการที่ต้องการพิสจูน์ให้

สอดคล้องกบัเง่ือนไขของทฤษฎีบท จะทาํให้การพิสจูน์ง่ายขึ้น ตัวอย่างทฤษฎีอสมการที่สาํคัญเช่น 

 1. อสมการ (A.M. – G.M.) กล่าวว่า ทุกจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ 1a , 2a , ... , na   

  จะได้ว่า ค่าเฉล่ียเลขคณติ = 
n

a...aa n21 
  ค่าเฉล่ียเรขาคณติ = n

n21 a ... a a  

 2. อสมการ (A.M. – H.M.) กล่าวว่า ทุกจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ 1a , 2a , ... , na   

  จะได้ว่า ค่าเฉล่ียเลขคณติ = 
n

a...aa n21 
  ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก = 

n21 a
1...

a
1

a
1

n


 

 3. อสมการโคชี ซ่ึงกล่าวว่า 1a , 2a , ... , na  และ 1b , 2b , ... , nb  เป็นจาํนวนจริง จะได้ว่า  

  ( 1a 1b  + 2a 2b  + ... + na nb ) 2   ( 2
1a  + 2

2a  + ... + 2
na )( 2

1b  + 2
2b  + ... + 2

nb ) 

ทฤษฎีบทที่สาํคัญเกี่ยวกบัอสมการอื่น ๆ จะได้ศกึษาต่อไป 

ตวัอย่าง 1.11.1 ให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก และ a + b + c = 1 จงแสดงว่า 
bc
a

 + 
ca
b

 + 
ab
c

  9 

แนวคิด โดยอสมการ A.M. - G.M. กบัจาํนวนจริง a, b, c จะได้ว่า 
3

cba    3 abc   

เพราะฉะนั้น        
3 abc

1   
cba

3


 = 3            ... (1) 

โดยใช้อสมการ A.M.-G.M. กบัจาํนวนจริง 
bc
a

, 
ca
b

, 
ab
c

 จะได้ว่า  

       
3

ab
c

ca
b

bc
a 

  3 )
ab
c)(

ca
b)(

bc
a(   

           = 3
abc
1  

           = 
3 abc

1  

            3                (จาก (1)) 

เพราะฉะนั้น   
bc
a

 + 
ca
b

 + 
ab
c

  9                 

ตวัอย่าง 1.11.2 กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงและ a + b + c = 1 จงแสดงว่า 2a  + 2b  + 2c   
3
1  

แนวคิด โดยใช้อสมการโคชีกบัจาํนวนจริง 1, 1, 1 และ a, b, c จะได้ว่า 

     (1)(a) + (1)(b) + (1)(c)  222 111(  222 cba   

          a + b + c  3 222 cba   

           1  3 222 cba         (เพราะว่า a + b + c = 1) 

           1  3( 2a  + 2b  + 2c ) 

เพราะฉะนั้น       2a  + 2b  + 2c   
3
1                 
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1.12 เทคนคิวิธี ประยุกตใ์ชผ้ลของ ฟังกช์นัเพิม่ - ฟังกช์นัลด 

  ใช้ความรู้ทางแคลคูลัสเกี่ยวกบั ฟังกชั์นเพ่ิม ฟังกชั์นลด ค่าสงูสดุ ค่าตํ่าสดุ อนุพันธ ์มาช่วยในการพิสจูน์

อสมการ โดยมีหลักการสาํคัญดังน้ี 

1. f เป็นฟังกชั์นเพ่ิม บนช่วง [a, b] กต่็อเม่ือ  1x , 2x   [a, b] ถ้า 1x   2x  แล้ว f( 1x )  f( 2x ) 

 f เป็นฟังกชั์นเพ่ิมโดยแท้ บนช่วง [a, b]  

         กต่็อเม่ือ  1x , 2x   [a, b] ถ้า 1x   2x  แล้ว f( 1x )  f( 2x ) 

2. f เป็นฟังกชั์นลด บนช่วง [a, b] กต่็อเม่ือ  1x , 2x   [a, b] ถ้า 1x   2x  แล้ว f( 1x )  f( 2x ) 

 f เป็นฟังกชั์นลดโดยแท้ บนช่วง [a, b] กต่็อเม่ือ  1x , 2x   [a, b] ถ้า 1x   2x  แล้ว f( 1x )  f( 2x ) 

3. ถ้า f (x)  0 ทุกค่า x  (a, b) แล้ว f เป็นฟังกชั์นเพ่ิม บนช่วง (a, b) 

 ถ้า f (x)  0 ทุกค่า x  (a, b) แล้ว f เป็นฟังกชั์นเพ่ิมโดยแท้ บนช่วง (a, b) 

4. ถ้า f (x)  0 ทุกค่า x  (a, b) แล้ว f เป็นฟังกชั์นลด บนช่วง (a, b) 

 ถ้า f (x)  0 ทุกค่า x  (a, b) แล้ว f เป็นฟังกชั์นลดโดยแท้ บนช่วง (a, b) 

5. ถ้า f (c) = 0 และ f (x)  0 บนช่วง (a, c) และ f (x)  0 บนช่วง (c, b)  

 แล้ว f(x)  f(c) ทุกค่า x  (a, b) 

6. ถ้า f (c) = 0 และ f (x)  0 บนช่วง (a, c) และ f (x)  0 บนช่วง (c, b) 

 แล้ว f(x)  f(c) ทุกค่า x  (a, b) 

7. ถ้า f(x), f (x) และ f (x) หาค่าได้บนช่วง (a, b) และ c  (a, b), f (c) = 0 และ f (c) มีค่า 
 7.1  ถ้า f (c)  0 แล้ว f(c) เป็นค่า ตํ่าสดุสมัพัทธ ์บนช่วง (a, b) 

 7.2  ถ้า f (c)  0 แล้ว f(c) เป็นค่า สงูสดุสมัพัทธ ์บนช่วง (a, b) 

ตวัอย่าง 1.12.1 กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริง และ a  b  c หรือ a  b  c 

จงแสดงว่า (a + b + c + x) 2   8(ac + bx) ทุกจาํนวนจริง x 

แนวคิด ให้ f(x) = (a + b + c + x) 2  – 8(ac + bx) เพราะฉะน้ัน f (x) = 2(a + b + c + x) – 8b 

    f (x) = 0 กต่็อเม่ือ 2(a + b + c + x) – 8b = 0 

              a + b + c + x = 4b 

                   x = 3b – a – c 

กราฟของ y = f(x) เป็นพาราโบลาหงาย เพราะฉะน้ัน f(3b – a – c) เป็นค่าตํ่าสดุของ f 

  f(3b – a – c) = (a + b + c + 3b – a – c) 2  – 8(ac + b(3b – a – c)) 

     = 16b 2  – 8(ac + 3b 2  – ab – bc) = 16b 2  – 8ac – 24b 2  + 8ab + 8bc 

     = –8b 2  – 8ac + 8ab + 8bc    = 8(ab – b 2  – ac + bc) 

     = 8(b(a – b) – c(a – b))    = 8(b – c)(a – b)      ... (1) 

เพราะว่า a  b  c หรือ a  b  c 

เพราะฉะนั้น ถ้า a  b  c แล้ว (b – c)(a – b)  0 หรือ ถ้า a  b  c แล้ว (b – c)(a – b)  0 

เพราะฉะนั้นจาก (1) จะได้ f(3b – a – c) = 8(b – c)(a – b)  0 
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เพราะว่า y = f(x) เป็นพาราโบลาหงาย และ f(3b – a – c) เป็นค่าตํ่าสดุของ f 

เพราะฉะนั้น          f(x)  f(3b – a – c)  0  ทุกจาํนวนจริง x 

เพราะฉะนั้น  (a + b + c + x) 2  – 8(ac + bx)  0 

          (a + b + c + x) 2   8(ac + bx)    ทุกจาํนวนจริง x    

1.13 เทคนคิวิธี เดินหนา้แลว้ถอยหลงักลบั 

  การพิสจูน์อสมการที่อยู่ในรูปแบบของผลบวก หรือ ผลคูณของ n พจน์ บางอสมการเราจะทาํการพิสจูน์

แบบเดินหน้าว่าอสมการน้ันเป็นจริงเม่ือ n = 2, 4, 8, 16, 32, ... แล้วจึงพิสจูน์แบบถอยหลังกลับในกรณ ีn = 

3, 5, 6, 7, ... ตัวอย่างเช่น 

ตวัอย่าง 1.13.1 กาํหนดให้ a, b, c, d เป็นจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ 

จงแสดงว่า    
4

dcba 4333 
  3

4
dcba    

และ      
3

cba 333 
  3

3
cba   

แนวคิด จากตัวอย่าง 1.1.2 เม่ือ x, y เป็นจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ จะได้ว่า 
2

yx 33 
  3

2
yx 

 ... (1) 

เทคนิควิธี เดินหนา้ คือการประยุกต์ใช้ผลของ (1) 

ใช้ผลของ (1) จะได้ 
2

ba 33 
  3

2
ba   และ 

2
dc 33 

  3
2

dc           ... (2) 

เพราะฉะนั้น   
4

dcba 3333 
 = 

2
2

dc
2

ba 3333 
 

          = 
2

)
2

dc()
2

ba( 3 333
3 333 

 

           
2

)
2

dc()
2

ba( 3 333 33 

         (จาก (2)) 

           
2

2
dc

2
ba 33 

 

           
3

2

)
2

dc()
2

ba( 
     (จาก (1) เม่ือ x = 

2
ba  , y = 

2
dc  ) 

เพราะฉะนั้น  
4

dcba 3333 
  3

4
dcba               ... (3) 

เทคนิควิธี ถอยหลงักลบั คือ การประยุกต์ใช้ผลของ (1) และ (3) 

3
cba 333 

 = 
3

3
cba

3
cbacba 33333 

  

     = 
3
4 (

4
3

cba
3

cbacba 33333 
) 



บทที ่1. เทคนคิการพิสูจนอ์สมการ 20 

     = 
3
4 (

4
3

cbacba 3333 
) – 

3
4 (

4
3

cba3 

) 

     = 
3
4 (

4
3

cbacba 3333 
) – 

3
1 ( 3

3
cba  )        ... (4) 

จาก (3) จะได้    
4

3
cbacba 3333 

  
3

4
3

cbacba 
 = 

3

4
3

)cba(4 

 = 3
3

cba   

เพราะฉะนั้นจาก (4) จะได้    
3

cba 333 
  

3
4 ( 3

3
cba  ) – 

3
1 ( 3

3
cba  ) 

เพราะฉะนั้น     
3

cba 333 
  3

3
cba               

1.14 เทคนคิวิธี สมมติสิง่ทีต่อ้งการใหเ้ป็นจริง แลว้หาขอ้ขดัแยง้ 

  ในกรณทีี่เราสงสยัว่า อสมการ 2 อสมการ ต้องเป็นจริงพร้อมกนั หรือ อสมการ 2 อสมการ เป็นจริง

พร้อมกนัไม่ได้ หรือ อสมการ 2 อสมการ ต้องเป็นเทจ็ทั้งคู่ แนวทางการพิสจูน์ สามารถทาํได้ด้วยการสมมติให้

สิ่งเราต้องการน้ันเป็นจริง แล้วตรวจสอบเพ่ือหา ขอ้ขดัแยง้ หรือ ความสมเหตุสมผล เม่ือสิ่งที่เราต้องการ

พิสจูน์เป็นจริง 

ตวัอย่าง 1.14.1 กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวก  

จงแสดงว่า  
b2

b2aa 22 
   1 หรือ  

b2
b2aa 22 

   1 เป็นจริงอย่างน้อย 1 อสมการ 

แนวคิด สมมติ  
b2

b2aa 22 
   1 และ  

b2
b2aa 22 

   1 เป็นเทจ็ทั้งสองอสมการ      (*) 

เพราะฉะนั้น       
b2

b2aa 22    1 และ  
b2

b2aa 22 
   1 

เพราะฉะนั้น 1   
b2

b2aa 22 
   

b2
b2aa 22 

  

     =  (
b2

b2aa 22 
)(

b2
b2aa 22 

)   

     =  
2

222

b4

)b2a(a 
   

     =  
2

2

b4

b2   = 
2
1  

เพราะฉะนั้น 1  
2
1  ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เพราะฉะน้ันข้อความ (*) ที่เราสมมติไว้ต้องเป็นเทจ็ 

เพราะฉะนั้น  
b2

b2aa 22 
   1 หรือ  

b2
b2aa 22 

   1 เป็นจริงอย่างน้อย 1 อสมการ    

1.15 เทคนคิวิธี กราฟของฟังกช์นั 

  จากกราฟของฟังกชั์นพ้ืนฐานที่นักเรียนได้เรียนมาในระดับช้ันมัธยมศกึษาตอนต้น และ มัธยมศกึษา

ตอนปลาย เช่น กราฟเส้นตรง y = mx + c กราฟของ y = cos x กราฟของ y = 3x  สามารถนาํมาช่วยในการ

พิสจูน์อสมการที่สาํคัญทางคณติศาสตร์ได้ 
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ตวัอย่าง 1.15.1 กาํหนดให้ a, b  [0, 
2
 ] จงแสดงว่า 

2
bcosacos    cos(

2
ba  ) 

แนวคิด จากความรู้ระดับช้ันมัธยมศกึษา กราฟของ f(x) = cos x เป็นดังรูปที่ 1.15.1 

ให้ a, b  [0, 
2
 ]  

โดยไม่สญูเสยีสาระสาํคัญของกรณทีั่วไปเราสามารถสมมติให้ a  b  

ให้ P, Q มีพิกดัเป็น P(a, cos a) และ Q(b, cos b) 

สมการเส้นตรงผ่านจุด P และ Q คือ 
ax

acosy



 = 

ab
acosbcos


  

เพราะฉะนั้น y = cos a + (
ab

acosbcos

 )(x – a) 

ให้ g(x) = cos a + (
ab

acosbcos

 )(x – a) 

เป็นสมการเส้นตรงที่ผ่าน PQ 

เพราะว่าทุกค่า x บนช่วง [a, b]    g(x)  f(x) 

เพราะฉะนั้น        g(
2

ba  )  f(
2

ba  ) 

    cos a + (
2

ba   – a)(
ab

acosbcos

 )  cos(

2
ba  )       รูปท่ี 1.15.1 

      cos a + (
2

ab  )(
ab

acosbcos

 )  cos(

2
ba  ) 

     cos a + 
2
1 (cos b – cos a)  cos(

2
ba  ) 

เพราะฉะนั้น        
2

bcosacos    cos(
2

ba  )             

ตวัอย่าง 1.15.2 กาํหนดให้ a, b  [0, 1] จงแสดงว่า (
2

ba  ) 3   
2

ba 33   

แนวคิด กราฟของ y = 3x  เป็นดังรูปที่ 1.15.2 ให้ a, b  [0, 1] 

โดยไม่สญูเสยีสาระสาํคัญของกรณทีั่วไปเราสามารถสมมติให้ a  b 

ให้ P, Q มีพิกดัเป็น P(a, 3a ) และ Q(b, 3b ) 

สมการเส้นตรงผ่านจุด P และ Q คือ 
ax

ay 3




 = 
ab
ab 33


  

เพราะฉะนั้น y = 3a  + (
ab
ab 33


 )(x – a) 

ให้ g(x) = 3a  + (
ab
ab 33


 )(x – a) เป็นสมการเส้นตรงที่ผ่าน PQ 

เพราะว่าทุกค่า x บนช่วง [a, b]       g(x)  f(x) 

เพราะฉะนั้น        g(
2

ba  )  f(
2

ba  ) 

    3a  + (
2

ba   – a)(
ab
ab 33


 )  (

2
ba  ) 3  

      3a  + (
2

ab  )(
ab
ab 33


 )  (

2
ba  ) 3  

        3a  + 
2
1 ( 3b  – 3a )  (

2
ba  ) 3      รูปท่ี 1.15.2 

เพราะฉะนั้น          
2

ba 33    (
2

ba  ) 3              

หมายเหตุ ในกรณทีี่เขียนกราฟไม่ได้จะตรวจสอบอย่างไร เราจะศกึษาเร่ืองน้ีเพ่ิมเติมในบทที่ 5. และ บทที่ 6. 
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1.16 เทคนคิวิธี การแกปั้ญหาจากง่ายไปยาก 

ใช้วิธกีารลดระดับความยากของปัญหา เช่น 

 1. ลดจาํนวนตัวแปรของอสมการ เช่น การพิสจูน์อสมการในเทอมของ 1a , 2a , ... , na  

  เราควรจะลองพิสจูน์ในกรณ ีn = 2, n = 3, ... เพ่ือดูแนวทางในการพิสจูน์กรณทีั่วไป 

 2. ลดเง่ือนไขของตัวแปร เช่น การพิสจูน์อสมการของจาํนวนจริง เราอาจพิจารณาในกรณทีี่ตัวแปร 

  น้ันเป็นจาํนวนนับ หรือ จาํนวนเตม็ 

  เพ่ือดูแนวทางในการพิสจูน์กรณทีี่ตัวแปรน้ันเป็นจาํนวนจริง 

ตวัอย่าง 1.16.1 ให้ 1x , 2x , ... , nx  เป็นจาํนวนจริงบวก และ 1x  + 2x  + ... + nx  = 1 

จงแสดงว่า )x1(x 11   + )x1(x 22   + ... + )x1(x nn    1n   

แนวคิด การแก้อสมการในข้อน้ีเราควรลองศกึษาจากง่ายไปยากดังน้ี 

  ให้ x  0, y  0 และ x + y = 1 จงแสดงว่า )x1(x   + )y1(y    1 

  แนวคิด โดยใช้อสมการโคชีกบัจาํนวนจริงบวก x , y  และ x1 , y1  จะได้ว่า 

   x x1  + y y1   22 )y()x(   22 )y1()x1(   

      )x1(x   + )y1(y    yx  y1x1   = (1) )yx(2   = (1) 12  = 1 

  เพราะฉะนั้น )x1(x   + )y1(y    1 

  เพ่ือให้ม่ันใจในแนวคิดมากขึ้น ควรลองเพ่ิมเง่ือนไขเป็น 3 พจน์ดังน้ี 

  ให้ x  0, y  0, z  0 และ x + y + z = 1 

  จงแสดงว่า )x1(x   + )y1(y   + )z1(z    2  

  แนวคิด โดยใช้อสมการโคชีกบัจาํนวนจริงบวก x , y , z  และ x1 , y1 , z1  

  จะได้ว่า x x  + y y1  + z z1  

       222 )z()y()x( 
222

) z1() y1() x1(   

  )x1(x   + )y1(y   + )z1(z   

       zyx  )z1()y1()x1(   = (1) )zyx(3   = 2  

   เพราะฉะนั้น )x1(x   + )y1(y   + )z1(z    2  

การแก้ปัญหากรณทีั่วไปเป็นดังน้ี 

เพราะว่า ix   0 และ 1x  + 2x  + ... + nx  = 1 เพราะฉะน้ัน 1 – ix   0 ทุกค่า i = 1, 2, ... , n 

โดยใช้อสมการโคชีกบัจาํนวนจริงบวก 1x , 2x , ... , nx  และ 1x1 , 2x1 , ... , nx1  

จะได้ว่า 1x 1x1  + 2x 2x1  + ... + nx nx1  

     2
n

2
2

2
1 )x(...)x()x(  2

n
2

2
2

1 )x1(...)x1()x1(   

    = n21 x...xx  )x1(...)x1()x1( n21   

    = (1) )x...xx(n n21   = 1n   

เพราะฉะนั้น )x1(x 11   + )x1(x 22   + ... + )x1(x nn    1n            
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ตวัอย่าง 1.16.2 กาํหนดให้ 1x , 2x , ... , nx  เป็นจาํนวนจริงบวก และ ( 1a , 2a , ... , na ) เป็นการเรียง

สบัเปล่ียนของ ( 1x , 2x , ... , nx ) จงแสดงว่า 
1

2
1

a
x

 + 
2

2
2

a
x

 + ... + 
n

2
n

a
x

  1x  + 2x  + ... +  nx   

แนวคิด การแก้อสมการในข้อน้ีเราควรลองศกึษาจากง่ายไปยากดังน้ี 

   1. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า 
b
a2  + 

a
b2   a + b 

   แนวคิด แบบท่ี 1.    (a – b)
2
  0 

            2a – 2ab + 2b   0 

           2a – ab + 2b   ab 

        (a + b)( 2a – ab + 2b )  ab(a + b) 

            3a  + 3b   ab(a + b) 

          
b
a2  + 

a
b2   a + b 

   แบบท่ี 2. ให้ 1x  = a, 2x = b, 1a  = b, 2a  = a 

   โดยใช้อสมการโคชีกบัจาํนวนจริง iu  = ia , iv  = 
i

i

a

x
 ทุกค่า i = 1, 2 จะได้ว่า 

          ( 1u 1v  + 2u 2v ) 2   ( 2
1u  + 2

2u )( 2
1v  + 2

2v ) 

       ( 1a
1

1

a

x
 + 2a

2

2

a

x
) 2   ( 1a  + 2a )(

1

2
1

a
x

 + 
2

2
2

a
x

) 

            (a + b) 2   (b + a)(
b

a2
 + 

a
b2

) 

   เพราะฉะนั้น        a + b  
b

a2
 + 

a
b2

 

   เพ่ือให้ม่ันใจในแนวคิดมากขึ้น ควรลองเพ่ิมเง่ือนไขเป็น 3 พจน์ดังน้ี 

   2. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า 
b

a 2
 + 

c
b2

 + 
a

c2
  a + b + c 

   แนวคิด ให้ 1x  = a, 2x = b, 3x  = c และ 1a  = b, 2a  = c, 3a  = a 

   โดยใช้อสมการโคชีกบัจาํนวนจริง iu  = ia , iv  = 
i

i

a

x
 เม่ือ i = 1, 2, 3 จะได้ว่า 

      ( 1u 1v  + 2u 2v  + 3u 3v ) 2   ( 2
1u  + 2

2u  + 2
3u )( 2

1v  + 2
2v  + 2

3v ) 

     ( 1a
1

1

a

x
 + 2a

2

2

a

x
 + 3a

3

3

a

x
) 2   ( 1a  + 2a  + 3a )(

1

2
1

a
x

 + 
2

2
2

a
x

 + 
3

2
3

a
x

) 

            (a + b + c) 2   (b + c + a)(
b
a2  + 

c
b2  + 

a
c2 ) 

   เพราะฉะนั้น       a + b + c  
b
a2  + 

c
b2  + 

a
c2  

กรณทีั่วไปพิสจูน์ดังน้ี โดยใช้อสมการโคชีกบัจาํนวนจริง iu  = ia , iv  = 
i

i

a

x
 เม่ือ i = 1, 2, ... , n จะได้ 

      ( 1u 1v  + 2u 2v  + ... + nu nv ) 2   ( 2
1u  + 2

2u  + ... + 2
nu )( 2

1v  + 2
2v  + ... + 2

nv ) 
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( 1a
1

1

a

x
 + 2a

2

2

a

x
 + ... + na

n

n

a

x
) 2   ( 1a  + 2a  + ... + na )(

1

2
1

a
x

 + 
2

2
2

a
x

 + ... + 
n

2
n

a
x

) 

         ( 1x  + 2x  + ... +  nx ) 2   ( 1x  + 2x  + ... +  nx )(
1

2
1

a
x

 + 
2

2
2

a
x

 + ... + 
n

2
n

a
x

) 

เพราะฉะนั้น    1x  + 2x  + ... +  nx   
1

2
1

a
x

 + 
2

2
2

a
x

 + ... + 
n

2
n

a
x

        

หมายเหตุ เทคนิคการแก้ปัญหาจากง่ายไปยาก ศึกษาเพ่ิมเติมได้ในบทที่ 8. 

1.17 เทคนคิวิธี ใชพ้ื้ นทีใ่ตโ้คง้และการอินทิเกรต 

  อสมการบางรูปเราสามารถนาํมาเปรียบเทยีบค่ากบัพ้ืนที่ใต้โค้งได้ แล้วใช้ความรู้ระดับมัธยมศกึษาตอน

ปลายเร่ืองการหาพ้ืนที่ด้วยการอนิทเิกรต กจ็ะสามารถพิสจูน์อสมการที่ต้องการได้ 

ตวัอย่าง 1.17.1 จงแสดงว่า 
31

1  + 
32

1  + 
33

1  + ... + 
3n

1   
2
3  – 

2n2

1  

แนวคิด ในรูปที่ 1.17.1 

ให้ f(x) = 
3x

1  เม่ือ x  0  

เพราะฉะนั้น f(x) เป็นฟังกชั์นลด บนช่วง [1, ) 

ให้ n เป็นจาํนวนนับ  

บนช่วง [1, n] 

  พ้ืนที่ 1A  + พ้ืนที่ 2A  + พ้ืนที่ 3A  + ... + พ้ืนที่ 1nA   

      พ้ืนที่ใต้โค้ง f(x) กบัแกน X บนช่วง [1, n] 

(2 – 1)f(2) + (3 – 2)f(3) + (4 – 3)f(4) + ... + (n – (n – 1))f(n) 

      
n

1

f(x) dx               รูปท่ี 1.17.1 

     
32

1  + 
33

1  + 
34

1  + ... + 
3n

1   
n

1
3x

1
 dx = [

13
x 13




] 1x
nx




 = –
2
1 (

2n

1  – 1) 

    
31

1  + 
32

1  + 
33

1  + 
34

1  + ... + 
3n

1   
31

1  + 
2
1  – 

2n2

1  

เพราะฉะนั้น 
31

1  + 
32

1  + 
33

1  + 
34

1  + ... + 
3n

1   
2
3  – 

2n2

1             

หมายเหตุ ในวิชา calculus 


1  n
pn

1  เรียกว่า อนุกรมพี 

โดยที่ 


1  n
pn

1  ลู่เข้า เม่ือ p  1 และ 


1  n
pn

1  ลู่ออก เม่ือ p  1 

เพราะฉะนั้น 


1  n
3n

1  = 
n

lim (
31

1  + 
32

1  + 
33

1  + 
34

1  + ... + 
3n

1 )  
n

lim (
2
3  – 

2n2

1 ) = 
2
3  

เพราะฉะนั้น 


1  n
3n

1   
2
3  
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แบบฝึกหดับทที ่1. 

1. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า 
b

a 2
 + 

a
b2

  
2

ba   

2. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ จงแสดงว่า 3a  + 3b   ab(a + b) 

3. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวก และ a + b = 1  

 จงแสดงว่า (a + 
a
1 ) 2  + (b + 

b
1 ) 2   

2
25  

4. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก และ abc = 1 จงแสดงว่า cba  acb  bac    1 

5. กาํหนดให้ x, y, z เป็นจาํนวนจริงบวก และ x + y + z = 1  

 จงแสดงว่า (
x
1  – 1)(

y
1  – 1)(

z
1  – 1)  8 

6. กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนนับ 

 จงแสดงว่า 2( 1n   – n )  
n
1  และ 

n
1   2(

n
1  – 1n  ) 

7. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า aa bb   ba ab  

8. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า aa bb cc   ca ab bc  

9. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า aa bb cc   ba cb ac  

10. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า aa bb cc   (abc) 3
cba 
 

11. กาํหนดให้ x, y เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า 
y

x2
 + 

x
y2

  x  + y  

12. กาํหนดให้ a  b  c  d  0 และ a + d = b + c จงแสดงว่า ad  bc 

13. กาํหนดให้ 0  x  1 และ 0  y  1 จงแสดงว่า 0  x + y – xy  1 

14. กาํหนดให้ a, b, x, y เป็นจาํนวนจริงบวก และ a  b และ x  y  

 จงแสดงว่า ax + by  ay + bx 

15. จงหาจาํนวนจริงบวกสองจาํนวนที่มีค่าเฉล่ียเลขคณติเท่ากบั 39 และ ค่าเฉล่ียเรขาคณติเท่ากบั 15 

16. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า 
cba1

cba


   
a1

a


 + 
b1

b


 + 
c1

c


 

17. กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนนับ จงแสดงว่า ( r
n

)
rn
1   1 ทุกค่า r = 0, 1, 2, ... , n 

18. จงแสดงว่า n !n   n  ทุกจาํนวนเตม็บวก n  2 

19. กาํหนดให้ 0  x  y  1 จงแสดงว่า (1 – x)(1 – y)  1 – (x + y) 

20. กาํหนดให้ 0  x  y  z  1 จงแสดงว่า (1 – x)(1 – y)(1 – z)  1 – (x + y + z) 

21. กาํหนดให้ x เป็นจาํนวนจริง จงแสดงว่า 

1x

2x
2

2



   2 

22. กาํหนดให้ x เป็นจาํนวนจริง จงแสดงว่า 
4

2

x1
x


  
2
1  

23. กาํหนดให้ 1x , 2x , ... , nx   (0, 1) จงแสดงว่าข้อความต่อไปน้ีมีอย่างน้อยหน่ึงข้อความที่เป็นจริง 

 1x 2x  ... nx   
n2

1  หรือ (1 – 1x )(1 – 2x ) ... (1 – nx )  
n2

1  
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24. กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนนับ  

 จงแสดงว่า 24.1 (1)(3)(5) ... (2n – 1)  nn   

     24.2 
1n nab

  
1n

ba n


     เม่ือ a  0 และ b  0 

     24.3 n!  nn        ทุกค่า n 2 

25. กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนนับ จงแสดงว่า (n + 1) 2
1n

  n! ทุกค่า n 2 

26. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า 
ba

ab


 + 
cb

bc


 + 
ac

ca


  
2

cba   

27. กาํหนดให้ a, b, c, d เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า )cdab)(bcad(    
2

8
)dcba( 

 

28. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก 

 จงแสดงว่า  28.1 ถ้า 2a  + 2b  + 2c  = 1 แล้ว 
cb

a2


 + 

ac
b2


 + 

ba
c2


  

cba
1


 

     28.2 ถ้า a + b + c = 1 แล้ว 
cb

a2


 + 

ac
b2


 + 

ba
c2


  2a  + 2b  + 2c  

29. กาํหนดให้ x, y เป็นจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ จงแสดงว่า (x + y) 2   4xy 

30. กาํหนดให้ x เป็นจาํนวนจริง n เป็นจาํนวนนับ และ 0  x  1  

 จงแสดงว่า (1 + x) n   1 + ( n2  – 1)x 

31. กาํหนดให้ x เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า (1 + x) n   
2

)1n(n  2x  ทุกค่า n  1 

32. กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนนับ และ n  1 จงแสดงว่า (
1n

n
2

2


) n   1 + 

n
1  

33. กาํหนดให้ m และ n เป็นจาํนวนนับ จงแสดงว่า (n + m)!  n!(n + 1) m  

34. กาํหนดให้ nf  = 1nf   + 2nf   เม่ือ n  3 และ 1f  = 2f  = 1  

 จงแสดงว่า nf   n2  ทุกจาํนวนนับ n 

35. กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนนับ จงแสดงว่า n(x – 1)  nx  – 1  n(x – 1) 1nx   

36. กาํหนดให้ 1a , 2a , ... , na  เป็นจาํนวนจริงบวก r, s เป็นจาํนวนจริงบวก และ 0  r  s  

 จงแสดงว่า ( s
1a  + s

2a  + ... + s
na ) s

1

  ( r
1a  + r

2a  + ... + r
na ) r

1

 

37. กาํหนดให้ t เป็นจาํนวนจริง และ 0  t  1  

 จงแสดงว่า 4t(1 – t)  1 และ สมการเป็นจริง กต่็อเม่ือ t = 
2
1  

38. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวกหรือศนูย์ และ 
a1

1


 + 
b1

1


 + 
c1

1


 = 1 

 จงแสดงว่า abc  8 

39. กาํหนดให้ a, b, c  (0, 1) และ a + b + c = 2 

 จงแสดงว่า (
a1

a


)(
b1

b


)(
c1

c


)  8 

40. กาํหนดให้ x, y, z เป็นจาํนวนจริงบวก และ x + y + z = 1  

 จงแสดงว่า 40.1 (1 + 
x
1 )(1 + 

y
1 )(1 + 

z
1 )  8 

     40.2 (1 + x)(1 + y)(1 + z)  8 
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41. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริง และ 2a  + 4 2b  + 9 2c  = 48  

 จงหาค่าสงูสดุของ a + 2b + 3c 

42. กาํหนดให้ a, b, c เป็นความยาวด้านของสามเหล่ียม ABC 

 จงแสดงว่า 3 333

2
abc3cba    max(a, b, c) 

43. จงแสดงว่า (1 + 
2
1 )(1 + 

22
1 )(1 + 

42
1 ) ... (1 + 

n22

1 )  2 

44. จงแสดงว่า (1 + 
2
1 )(1 + 

22
1 )(1 + 

32
1 ) ... (1 + 

n2
1 )  

2
5  

45. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริง จงแสดงว่า 
|ba|1

|ba|



  

|a|1
|a|


+

|b|1
|b|


 

46. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนจริงบวก และ a  b  

 จงแสดงว่า 
a8

)ba( 2
  

2
ba   – ab   

b8
)ba( 2

 

47. กาํหนดให้ 1a , 2a , ... , na  เป็นจาํนวนจริงบวก และ 1a 2a  ... na  = nG  

 จงแสดงว่า 1a  + 2a  + ... + na   nG 

48. กาํหนดให้ 1a , 2a , ... , na  เป็นจาํนวนจริงบวก และ A = 
n

a...aa n21 
 

 จงแสดงว่า 1a 2a  ... na   nA  

49. กาํหนด a, b, c, d เป็นจาํนวนจริงบวก จงแสดงว่า ab  + cd   )db)(ca(   

50. กาํหนดให้ a, b, c เป็นจาํนวนจริงบวก และ 2a  = 2b  + 2c   

 จงแสดงว่า na   nb  + nc  ทุกค่า n = 3, 4, 5, ...  

51. กาํหนดให้ x, y, z เป็นจาํนวนจริงบวก 

 จงแสดงว่า min((x – y) 2 , (y – z) 2 , (z – x) 2 )  
2
1 ( 2x  + 2y  + 2z ) 

52. กาํหนดให้ 1a , 2a , ... , na  เป็นจาํนวนจริง 

 จงแสดงว่า min{( ja  – ia ) 2   i  j}  
)1n(n

12
2 




n

1  i

2
ia  
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เฉลยแบบฝึกหดับทที ่1. 

1. แนวคิด เพราะว่า a  0 และ b  0 เพราะฉะน้ัน 2(a – b)
2
 + ab  0 

              2( 2a – 2ab + 2b ) + ab  0 

           2( 2a – ab + 2b ) – 2ab + ab  0 

                2( 2a – ab + 2b )  ab 

             2(a + b)( 2a – ab + 2b )  ab(a + b) 

                     2( 3a  + 3b )  ab(a + b) 

เพราะฉะนั้น              
b

a 2
 + 

a
b2

  
2

ba         

2. แนวคิด แบบท่ี 1. โดยอสมการ A.M. – G.M. จะได้     
2
ba    ab  

                    a + b  2 ab  

               2a  + 2ab + 2b   4ab 

                 2a – ab + 2b   ab 

               (a + b)( 2a – ab + 2b )  ab(a + b) 

                  3a  + 3b   ab(a + b) 

แบบท่ี 2. เพราะว่า (a – b) 2   0 เพราะฉะน้ัน 2a – 2ab + 2b   0 

               2a – ab + 2b   ab 

                (a + b)( 2a – ab + 2b )  ab(a + b) 

เพราะฉะนั้น              3a  + 3b   ab(a + b) 

แบบท่ี 3. โดยไม่สญูเสยีสาระสาํคัญของกรณทีั่วไปเราสามารถสมมติให้ 0  a  b 

เพราะฉะนั้น 0  2a   2b  โดยใช้อสมการเชบเีชฟ กบัจาํนวนจริง a  b และ 2a   2b  จะได้ 

       ( 2a )(b) + ( 2b )(a)  ( 2a )(a) + ( 2b )(b) 

เพราะฉะนั้น       ab(a + b)  3a  + 3b               

หมายเหตุ อสมการเชบเีชฟ กล่าวไว้ที่หัวข้อ 3.10 บทที่ 3. 

3. แนวคิด (a + 
a
1 ) 2  + (b + 

b
1 ) 2  = 2a  + 2 + 

2a

1  + 2b  + 2 + 
2b

1  = 2a  + 2b  + 
2a
1  + 

2b
1  + 4 

เพราะว่า            (a – b) 2   0 

          2a – 2ab + 2b   0 

           2a  + 2b   2ab 

        ( 2a  + 2b ) + ( 2a  + 2b )  2ab + ( 2a  + 2b ) 

          2( 2a  + 2b )  2a  + 2ab + 2b  

          2( 2a  + 2b )  (a + b) 2  

          2( 2a  + 2b )  1         (เพราะว่า a + b = 1) 
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           2a  + 2b   
2
1              ... (1) 

เพราะฉะนั้น   
2a
1  + 

2b
1  = 

22

22

ba
ba    

22ba2
1             ... (2) 

โดยอสมการ A.M. – G.M. จะได้ว่า   
2
ba    ab  

             
2
1   ab         (เพราะว่า a + b = 1) 

             
16
1   2a 2b  

           
22ba2

1   8 

จาก (2) จะได้      
2a
1  + 

2b
1   8             ... (3) 

จาก (2) และ (3) จะได้ 2a  + 2b  + 
2a
1  + 

2b
1  + 4  

2
1  + 8 + 4 = 

2
25  

เพราะฉะนั้น (a + 
a
1 ) 2  + (b + 

b
1 ) 2   

2
25                  

4. แนวคิด เพราะว่า b + c  a + b + c เพราะฉะนั้น    cba    cbaa       ... (1) 

ในทาํนองเดียวกนั                acb    cbab       ... (2) 

และ                   bac    cbac       ... (3) 

จาก (1), (2) และ (3) จะได้        cba  acb  bac    cbaa  cbab  cbac    

                    = (abc)
cba 
 

เพราะว่า abc = 1 เพราะฉะน้ัน   cba  acb  bac    1              

5. แนวคิด (
x
1  – 1)(

y
1  – 1)(

z
1  – 1)  = 

xyz
)z1)(y1)(x1( 

 

  = 
xyz

xyzzxyzxyzyx1 
  = 

xyz
xyzzxyzxy)zyx(1 

 

  = 
xyz

xyzzxyzxy11 
                (เพราะว่า x + y + z = 1) 

  = 
xyz

xyzzxyzxy 
                    ... (1) 

โดยอสมการ A.M. – H.M. จะได้ว่า     
3

zxyzxy 
  

zx
1

yz
1

xy
1

3


 

              
3

zxyzxy 
  

)
xyz

zyx(

3


 = 
zyx

xyz3


 = 
1
xyz3

 = 3xyz 

เพราะฉะนั้น           xy + yz + zx  9xyz 

          xy + yz + zx – xyz  8xyz 

          
xyz

xyzzxyzxy 
  8          ... (2) 

จาก (1) และ (2) จะได้ (
x
1  – 1)(

y
1  – 1)(

z
1  – 1)  8            
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6. แนวคิด ให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก  

เพราะฉะนั้น      
n

1n 
 + 

n

n
  2 

           
n

n1n 
  2 

     (
n

n1n 
)( 1n   – n )  2( 1n   – n ) 

          
n

n)1n( 
  2( 1n   – n ) 

เพราะฉะนั้น     2( 1n   – n )  
n
1  

เพราะว่า       
n
n

 + 
n
1n 

  2 

          
n

1nn 
  2 

      
n

)1nn( 
( n  – 1n  )  2( n  – 1n  ) 

          
n

)1n(n 
  2( n  – 1n  ) 

            
n
1   2( n  – 1n  ) 

เพราะฉะนั้น 2( 1n   – n )  
n
1   2( n  – 1n  )             

7. แนวคิด โดยไม่สญูเสยีนัยสาํคัญของกรณทีั่วไปเราสามารถสมมติให้ a  b 

เพราะฉะนั้น     a – b  0 

เพราะฉะนั้น     baa    bab   

         aa ba   ab bb  

      aa bb   ba ab                    

8. แนวคิด โดยไม่สญูเสยีสาระสาํคัญของกรณทีั่วไปเราสามารถสมมติให้ a  b  c  

เพราะฉะนั้น 
b
a   

b
c  และ a – c  b – c เพราะฉะน้ัน    (

b
a )

ca
  (

b
c )

cb
 

                caa  cab    cbc  cbb   

               caa  cbcab  cbc    1 

                 aa bb cc   ca ab bc        

หมายเหตุ ในทาํนองเดียวกนัเราสามารถสรุปได้ว่า    aa bb cc   ca ab bc  

                 aa bb cc   ca bb ac  

                 aa bb cc   ba ab cc  

เพราะฉะนั้น aa bb cc   1x
a 2x

b 3x
c  เม่ือ ( 1x , 2x , 3x ) เป็นการเรียงสบัเปล่ียนของ (a, b, c) 

9. แนวคิด โดยไม่สญูเสยีนัยสาํคัญของกรณทีั่วไปเราสามารถสมมติให้ a  b  c 
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แบบท่ี 1. ให้ a = c + x และ b = c + y เพราะฉะน้ัน x  y  0 

             (c + x)y  0 

              xy  –cy 

           cx + xy  cx – cy 

              x(c + y)  c(x – y) 

              
c
x   

yc
yx




 

            1 + 
c
x   1 + 

yc
yx




 

             
c
xc    

yc
xc


  

           (
c

xc  )
x
  (

yc
xc


 )

y
 

           
x

)xc(  y
)yc(    xc y

)xc(   

     x)xc(  c)xc(  y)yc(  c)yc(  cc   xc c)xc(  y)xc(  c)yc(  cc  

       xc)xc(  yc)yc(  cc   yc)xc(  c)yc(  xcc   

เพราะฉะนั้น          aa bb cc   ba cb ac  

แบบท่ี 2. เพราะว่า a  b  c เพราะฉะน้ัน ab  ac, 
c
a   

b
a  และ a – c  b – c 

เพราะฉะนั้น        (
c
a )

ca
  (

b
a )

cb
 

          caa  cac    cba  cbb   

         cbcaa  cbb  cac    1 

            baa  cbb  cac    1 

              aa bb cc   ba cb ac             

10. แนวคิด เพราะว่า     aa bb cc   aa bb cc  

                aa bb cc   ba cb ac  

             aa bb cc   ca ab bc  

เพราะฉะนั้น        ( aa bb cc ) 3   cbaa  cbab  cbac   

           ( aa bb cc ) 3   (abc)
c  b  a 
 

เพราะฉะนั้น          aa bb cc   (abc) 3
cba 
           

11. แนวคิด เพราะว่า x และ y เป็นจาํนวนจริงบวก เพราะฉะน้ัน x + y  0 และ (x – y) 2   0 

เพราะฉะนั้น      (x + y)(x – y) 2   0 

         (x + y)(x – y)(x – y)  0 

          ( 2x  – 2y )(x – y)  0 

       3x  – yx2  – 2xy  + 3y   0 

            3x  + 3y   2x y + x 2y  
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y
x2  + 

x
y2

  x + y 

         
y

x2
 + 2 xy  + 

x
y2

  x + 2 xy  + y 

        
y
x2  + 2

y
x2

x
y2

 + 
x
y2

  ( x  + y ) 2  

        (
y

x2
 + 

x
y2

) 2   ( x  + y ) 2  

เพราะฉะนั้น      
y
x2  + 

x
y2

  x  + y             

12. แนวคิด เพราะว่า a  b  c  d  0 และ a + d = b + c  

เพราะฉะนั้น c – d = a – b, a – b  0 และ –a – b + c + d = (c – a) + (d – b)  0    ... (1) 

เพราะฉะนั้น (a + d) 2  = (b + c) 2  

  2a  + 2ad + 2d  = 2b  + 2bc + 2c  

    2ad – 2bc = 2b  + 2c  – 2a  – 2d      = ( 2b  – 2a ) + ( 2c  – 2d ) 

       = ( 2b  – 2a ) + (c – d)(c + d) 

       = ( 2b  – 2a ) + (a – b)(c + d)          (จาก (1)) 

       = (b – a)(b + a) + (a – b)(c + d)  = (a – b)(–(b + a) + (c + d)) 

       = (a – b)(–a – b + c + d) 

        0                  (จาก (1)) 

เพราะฉะนั้น   2ad  2bc 

        ad  bc                     

13. แนวคิด เพราะว่า 0  x  1 และ 0  y  1 

เพราะฉะนั้น 1 – x  0 และ 1  y เพราะฉะน้ัน     (1 – x)(1)  (1 – x)y 

                  1 – x  y – xy 

                 1  x + y – xy      ... (1) 

เพราะว่า 0  x  1 และ 0  y  1 เพราะฉะน้ัน 0  1 – x  1 และ 0  1 – y  1 

          0  (1 – x)(1 – y)  1 

          0  1 – y – x + xy  1 

          0  x + y – xy – 1  –1 

             x + y – xy  0          ... (2) 

จาก (1) และ (2) จะได้ว่า 0  x + y – xy  1                 

14. แนวคิด กาํหนด a  b และ x  y เพราะฉะน้ัน  a – b  0 

              (a – b)x  (a – b)y 

                  ax – bx  ay – by 
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เพราะฉะนั้น               ax + by  ay + bx          

15. แนวคิด ให้ x  0 และ y  0 เป็นจาํนวนที่มี ค่าเฉล่ียเลขคณติ = 39 และ ค่าเฉล่ียเรขาคณติ = 15 

เพราะฉะนั้น 
2

yx 
 = 39 และ xy  = 15 เพราะฉะน้ัน x + y = 78 และ xy = 225 

เพราะฉะนั้น         x(78 – x) = 225 

          2x – 78x + 225 = 0 

         (x – 3)(x – 75) = 0 

            x = 3, 75 

เพราะฉะนั้นจาํนวนสองจาํนวน คือ 3 และ 75                 

16. แนวคิด 
cba1

cba


  = 
cba1

a


 + 
cba1

b


 + 
cba1

c


 

          
a1

a


 + 
b1

b


 + 
c1

c


             

17. แนวคิด ให้ n เป็นจาํนวนนับ และ r  {1, 2, 3, ... , n – 1} 

เพราะว่า ( r
n

) = 
!)rn(!r

!n


 = 
!r

n)1n( ... )3rn)(2rn)(1rn( 
 

เพราะฉะนั้น ( r
n

)
rn
1  = 

!r
1 (

n
1rn  )(

n
2rn  )(

n
3rn  ) ... (

n
1n  )(1)  1 

เพราะว่า ( 0
n

)
0n

1  = 1 และ ( n
n

)
nn
1   1 เพราะฉะน้ัน ( r

n
)

rn
1   1 ทุกค่า r = 0, 1, 2, ... , n    

18. แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ n !n   n  ” 

(1) การแสดงว่า P(2) เป็นจริง 

  เพราะว่า 2 !2  = 2   2  เพราะฉะน้ัน P(2) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 

  เพราะฉะนั้น k !k   k  เพราะฉะน้ัน (k!) k
1

  2
1

k  และ k!  2
k

k  

  เพราะว่า ( r
n

)
rn

1   1 ทุกค่า r = 0, 1, 2, ... , n 

  เพราะฉะนั้น (
0
k ) + (

1
k )

k
1  + (

2
k )

2k
1  + ... + (

k
k )

kk
1   1 + +1 + 1 + ... + 1 

                  = 1 + k 

  เพราะฉะนั้น          (1 + 
k
1 ) k   1 + k 

                (k + 1) k   (1 + k) kk  

                 kk   (k + 1) 1k  

                 2
k

k   (k + 1) 2
1k

 

              (k + 1)( 2
k

k )  (k + 1)(k + 1) 2
1k
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  เพราะว่า k!  2
k
k  เพราะฉะน้ัน       (k + 1)(k!)  (k + 1) 2

1k

 

                 (k + 1)!  (k + 1) 2
1k

 

                  1k !)1k(    1k   

  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  2             

19. แนวคิด ให้ x, y เป็นจาํนวนจริง และ 0  x  y  1 

เพราะว่า xy  0 เพราะฉะน้ัน    1 – x – y + xy  1 – x – y 

            (1 – x) – y(1 – x)  1 – (x – y) 

เพราะฉะนั้น           (1 – x)(1 – y)  1 – (x + y)         

20. แนวคิด กาํหนดให้ x, y, z เป็นจาํนวนจริง และ 0  x  y  z  1 

เพราะว่า z  1 เพราะฉะน้ัน            xyz  xy 

และจะได้                xyz  xy + yz + zx 

          xy + yz + zx – xyz  0 

     1 – x – y – z + xy + yz + zx – xyz  1 – x – y – z 

เพราะฉะนั้น       (1 – x)(1 – y)(1 – z)  1 – (x + y + z)        

21. แนวคิด แบบท่ี 1. ให้ x เป็นจาํนวนจริง เพราะว่า    4x   0 

                  4x  + 2x4  + 4  2x4  + 4 

                   ( 2x  + 2)
2
  4( 2x  + 1) 

                     2x  + 2  1x2 2   

                   

1x

2x
2

2



   2 

แบบท่ี 2. ให้ a = 2x  + 1 และ b = 1 โดยอสมการ A.M. – G.M. จะได้ ab   
2
ba   

เพราะฉะนั้น       1x2    
2

1)1x( 2 
 

เพราะฉะนั้น         2  

1x

2x
2

2



                 

22. แนวคิด แบบท่ี 1. ให้ x เป็นจาํนวนจริง เพราะว่า  ( 2x  – 1)
2
  0 

                  4x  – 2x2  + 1  0 

                         4x  + 1  2x2  

เพราะฉะนั้น                  
2
1   

1x

x
4

2


 

แบบท่ี 2. ให้ a = 4x , b = 1 โดยอสมการ A.M. – G.M. จะได้ว่า ab   
2
ba   
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เพราะฉะนั้น      4x   
2

1x 4   

       
1x

x
4

2


  

2
1                    

23. แนวคิด เพราะว่า ทุกจาํนวนจริง a จะได้  (2a – 1) 2   0 

              2a4  – 4a + 1  0 

                4a – 4 2a   1 

                 a(1 – a)  
4
1  

                 a(1 – a)  
22

1  

เพราะฉะนั้น      1x (1 – 1x ) 2x (1 – 2x ) ... nx (1 – nx )  (
22

1 ) n  

   ( 1x 2x  ... nx )((1 – 1x )(1 – 2x ) ... (1 – nx ))  (
n2
1 )(

n2
1 )     ... (1) 

ถ้า 1x 2x  ... nx   
n2
1  และ (1 – 1x )(1 – 2x ) ... (1 – nx )  

n2
1  

แล้ว ( 1x 2x  ... nx )((1 – 1x )(1 – 2x ) ... (1 – nx ))  (
n2
1 )(

n2
1 ) ขัดแย้งกบั (1) 

เพราะฉะนั้น 1x 2x  ... nx   
n2
1  หรือ (1 – 1x )(1 – 2x ) ... (1 – nx )  

n2
1        

24. แนวคิด 24.1 เพราะว่า 1, 3, 5, ... , 2n – 1 เป็นจาํนวนจริง n จาํนวน  

โดยใช้อสมการ A.M. – G.M. กบัจาํนวนจริง 1, 3, 5, ... , 2n – 1 จะได้ว่า 

 n )1n2( ... )5)(3)(1(    
n

)1n2(...531 
 = 

n
1 (

2
n (1 + (2n – 1))) = n 

เพราะฉะนั้น (1)(3)(5) ... (2n-1)  nn  

24.2 เพราะว่า a และ b, b, b, ... , b จาํนวน n ตัว เป็นจาํนวนจริงบวกทั้งหมด n + 1 ตัว 

โดยใช้อสมการ A.M. – G.M. กบัจาํนวนจริง a จาํนวน 1 ตัว และ b, b, b, ... , b จาํนวน n ตัว จะได้ 

      1n b ... abbb   
1n

b...bbba


  

     
1n nab


  
1n

nba

  

24.3 แบบท่ี 1. เพราะว่า 1  n 

        2  n 

         : 

       n – 1  n 

         n  n 

เพราะฉะนั้น     n!  nn  ทุกค่า n = 2, 3, 4, ...  

แบบท่ี 2. สมมติ P(n) แทนข้อความ “ n!  nn  ” 

(1) การแสดงว่า P(2) เป็นจริง 

  เพราะว่า 2! = 2  4 = 22  เพราะฉะนั้น P(2) เป็นจริง 
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(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  2 เพราะฉะน้ัน k!  kk  

  เพราะว่า (k + 1)! = k!(k + 1)  kk (k + 1)  (k + 1) k (k + 1) = (k + 1) 1k  

  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n               

25. แนวคิด P(n) แทนข้อความ “ (n + 1) n   n!(n + 1)! ” 

(1) การแสดงว่า P(2) เป็นจริง 

  เพราะว่า (2 + 1) 2  = 9  2! 3! เพราะฉะน้ัน P(2) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง เพราะฉะน้ัน (k + 1) k   k!(k + 1)!          ... (1) 

  ((k + 1) + 1) 1k   = ((k + 1) + 1) k ((k + 1) + 1)   = ((k + 1) + 1) k (k + 2) 

        = ((k + 1) k  + (
1
k )(k + 1) 1k  + (

2
k )(k + 1) 2k  + ... + 1)(k + 2) 

         ((k + 1) k  + (k + 1) k  + (k + 1) k  + ... + (k + 1) k )(k + 2) 

        = (k + 1) k (1 + 1 + 1 + ... + 1)(k + 2) 

        = (k + 1) k (k + 1)(k + 2) 

         k!(k + 1)!(k + 1)(k + 2)             (จาก (1)) 

        = (k + 1)!(k + 2)! 

  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  2 

เพราะฉะนั้น   (n + 1) n   n!(n + 1)!            ทุกค่า n = 2, 3, 4, ... 

        = n! n!(n + 1) 

    (n + 1)
1n
  (n!) 2  

    (n + 1) 2
1n

  n!             ทุกค่า n = 2, 3, 4, ... 

หมายเหตุ  การแสดงว่า (
r
k )(k + 1)

rk
  (k + 1)

k
 

เพราะว่า  (
r
k ) = 

)!rk(!r
!k


             เม่ือ r = 1, 2, 3, ... , k 

      = 
r ... )2)(1(

k ... )2rk)(1rk( 
  = (k – r + 1)(

2
2rk  ) ... (

r
k ) 

       (k + 1)(k + 1) ... (k + 1) = (k + 1)
r
 

เพราะฉะนั้น (
r
k )(k + 1)

rk
  (k + 1)

r
(k + 1)

rk
 = (k + 1)

k
           

26. แนวคิด เพราะว่า   (a – b) 2   0 เพราะฉะนั้น   2a  – 2ab + 2b   0 

                     2a  + 2ab + 2b   4ab 

                      (a + b) 2   4ab 
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เพราะฉะนั้น                     
ba

ab4


  a + b 

ในทาํนองเดียวกนั 
cb

bc4


  b + c, 
ac

ac4


  c + a 

เพราะฉะนั้น 
ba

ab4


 + 
cb

bc4


 + 
ac

ca4


  2(a + b + c) 

     
ba

ab


 + 
cb

bc


 + 
ac

ca


 
2

cba                  

27. แนวคิด ให้ a, b, c, d เป็นจาํนวนจริงบวก เพราะว่า xy   
2

yx 
 ทุกจาํนวนจริงบวก x, y 

ให้ x = ad + bc และ y = ab + cd  

เพราะฉะนั้น    )cdab)(bcad(    
2

)cdab()bdad( 
 

         )cdab)(bcad(2    ad + bc + ab + cd         ... (1) 

เพราะว่า    (a – b + c – d) 2  = 2a  + 2b  + 2c  + 2d  – 2ab + 2ac – 2ad – 2bc + 2bd – 2cd 

และ      (a + b + c + d) 2  = 2a  + 2b  + 2c  + 2d  + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd 

เพราะฉะนั้น (a + b + c + d) 2  – (a – b + c – d) 2  = 4ab + 4ad + 4bc + 4cd     ... (2) 

จาก (1) จะได้   8 )cdab)(bcad(    4(ab + ad + bc + cd) 

           = (a + b + c + d) 2  – (a – b + c – d) 2     (จาก (2)) 

            (a + b + c + d) 2  

เพราะฉะนั้น    )cdab)(bcad(    
2

8
)dcba( 

             

28. แนวคิด 28.1 เพราะว่า 
cb

a2


  

cba
a2


, 

ac
b2


  

cba
b2


, 

ba
c2


  

cba
c2


 

เพราะฉะนั้น 
cb

a2


 + 

ac
b2


 + 

ba
c2


  

cba
a2


 + 

cba
b2


 + 

cba
c2


 = 

cba
cba 222


    ... (1) 

เพราะฉะนั้น ถ้า 2a  + 2b  + 2c  = 1 แล้ว 
cb

a2


 + 

ac
b2


 + 

ba
c2


  

cba
1


 

28.2 จาก (1) เม่ือ a + b + c = 1 จะได้ 
cb

a2


 + 

ac
b2


 + 

ba
c2


  2a  + 2b  + 2c  

เพราะฉะนั้น ถ้า a + b + c = 1 แล้ว 
cb

a2


 + 

ac
b2


 + 

ba
c2


  2a  + 2b  + 2c         

29. แนวคิด แบบท่ี 1. เพราะว่า (x – y) 2   0 เพราะฉะน้ัน   2x  – 2xy + 2y   0 

                      2x  + 2y   2xy 

                     2x  + 2xy + 2y   4xy 

                      (x + y) 2   4xy 

แบบท่ี 2. โดยใช้อสมการ A.M. – G.M. กบัจาํนวนจริงบวก x, y จะได้    
2

yx 
  xy  

                        x + y  2 xy  

เพราะฉะนั้น                   (x + y) 2   4xy    
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30. แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ (1 + x) n   1 + (2n – 1)x ” 

(1) การแสดงว่า P(1) เป็นจริง 

  เพราะว่า (1 + x)1  = 1 + x = 1 + ( 12  - 1)x เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 แล้ว P(k + 1) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง เม่ือ k  1 เพราะฉะน้ัน (1 + x) k   1 + ( k2  – 1)x 

  (1 + x) 1k   = (1 + x)(1 + x) k       (1 + x)(1 + ( k2  – 1)x) 

      = (1 + x) + (1 + x)( k2  – 1)x 

      = (1 + x) + 2( k2  – 1)x   (เพราะว่า 0  x  1 เพราะฉะน้ัน 1 + x  2) 

      = (1 + x) + ( 1k2   – 1)x – x  = 1 + ( 1k2   – 1)x 

  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  1             

31. แนวคิด (1 + x) n  = ( 0
n

) + (1
n

)x + ( 2
n

) 2x  + ... + ( n
n

) nx   ( 2
n

) 2x  = 
2

)1n(n  2x    

32. แนวคิด เพราะว่า 2n   2n  – 1 เพราะฉะน้ัน 
1n

n
2 

  
n
1          ... (1) 

(
1n

n
2

2


) n   = (1 + 

1n

1
2 

) n    = 1 + (1
n

)(
1n

1
2 

) + ( 2
n

)(
1n

1
2 

) 2  + ... + (
1n

1
2 

) n  

     1 + (1
n

)(
1n

1
2 

)  = 1 + 
1n

n
2 

   1 + 
n
1    (จาก (1))      

33. แนวคิด (n + m)! = n!(n + 1)(n + 2) ... (n + m)   n!(n + 1)(n + 1) ... (n + 1) 

                   n!(n + 1) m         

34. แนวคิด ให้ P(n) แทนข้อความ “ nf   n2  ” 

(1) การแสดงว่า P(1) และ P(2) เป็นจริง 

  เพราะว่า 1f  = 1  2 เพราะฉะน้ัน P(1) เป็นจริง  

  เพราะว่า 2f  = 1  22  เพราะฉะน้ัน P(2) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า ถ้า P(k) เป็นจริง ทุกค่า k = 1, 2, 3, ... , n – 1 เม่ือ n  3 แล้ว P(n) เป็นจริง 

  สมมติ P(k) เป็นจริง ทุกค่า k = 1, 2, 3, ... , n – 1 เม่ือ n  3 

  เพราะฉะนั้น kf   2k  ทุกค่า k = 1, 2, 3, ... , n – 1 

  เพราะว่า    nf  = 1nf   + 2nf    1n2   + 2n2     2n2  (2 + 1) 

        2n2  (3)   2n2  (4)    2n2  22    = n2  

  เพราะฉะนั้น P(n) เป็นจริง 

โดยอปุนัยเชิงคณติศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง ทุกค่า n  1 

เพราะฉะนั้น nf   n2  ทุกจาํนวนนับ n                   

หมายเหตุ จาํนวน nf  เรียกว่า Fibonacci number 



บทที ่1. เทคนคิการพิสูจนอ์สมการ 39

35. แนวคิด เพราะว่า nx  – 1 = (x – 1)( 1nx   + 2nx   + ... + x + 1) 

เพราะฉะนั้น 
1x
1xn


  = 1nx   + 2nx   + ... + x + 1  

เพราะว่า 1  x เพราะฉะน้ัน 1  ix   1nx   ทุกค่า i = 1, 2, ... , n – 1 

เพราะฉะนั้น  1 + 1 + ... + 1 + 1  1nx   + 2nx   + ... + x + 1  1nx   + 1nx   + ... 1nx   + 1nx   

         n  1nx   + 2nx   + ... + x + 1  n 1nx   

         n  
1x
1xn


         n 1nx   

เพราะว่า x – 1  0 เพราะฉะน้ัน n(x – 1)  nx  – 1  n(x – 1) 1nx            

36. แนวคิด แบบท่ี 1.  

r
1

r
j

n

1  j

s
1

s
i

n

1  i

)a(

)a(







  = (


n

1  i r
s

r
j

n

1  j

s
i

)a(

a




) s
1

 = (


n

1  i

(
r
j

n

1  j

r
i

a

a




)
r
s

)
s
1

  ... (1) 

เพราะว่า 0  r  s เพราะฉะน้ัน 1  
r
s  เพราะว่า 

r
j

n

1  j

r
i

a

a




  1 เพราะฉะน้ัน (
r
j

n

1  j

r
i

a

a




)
r
s

  

r
j

n

1  j

r
i

a

a




 ... (2) 

จาก (1) และ (2) จะได้ 

r
1

r
j

n

1  j

s
1

s
i

n

1  i

)a(

)a(







   (


n

1  i r
j

n

1  j

r
i

a

a




)
s
1

 = (
r
j

n

1  j

r
i

n

1  i

a

a







 )
s
1

 = 1 s
1

 = 1 

เพราะฉะนั้น (


n

1  i

s
ia ) s

1

  (


n

1  i

r
ia ) r

1

 

แบบท่ี 2. ใช้เทคนิควิธ ีnormalize กรณีท่ี 1. 


n

1  i

r
ia  = 1 เพราะฉะนั้น ia   1 ทุกค่า i = 1, 2, ... , n 

เพราะฉะนั้น        s
ia   r

ia      เม่ือ 0  r  s 

           


n

1  i

s
ia   



n

1  i

r
ia  = 1 

         (


n

1  i

s
ia ) s

1

  (1) r
1

 = (


n

1  i

r
ia ) r

1

 

กรณีท่ี 2. 


n

1  i

r
ia   1  ให้ X = (



n

1  i

r
ia ) r

1

 และ iA  = 
X
ai  

เพราะฉะนั้น 


n

1  i

r
iA  = 1 จากกรณทีี่ 1. จะได้  (



n

1  i

s
iA ) s

1

  (


n

1  i

r
iA ) r

1

 

               (


n

1  i
s

s
i

X

a
) s

1

  1 
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X
1 (



n

1  i

s
ia ) s

1

  1 

                (


n

1  i

s
ia ) s

1

  X = (


n

1  i

r
ia ) r

1

      

37. แนวคิด ให้ 0  t  1 โดยอสมการ A.M. – G.M. จะได้ )t1(t    
2

)t1(t 
 = 

2
1  ... (1) 

เพราะฉะนั้นt(1 – t)  
4
1  ซ่ึงจะได้ว่า 4t(1 – t)  1  

สมการ (1) เป็นจริง กต่็อเม่ือ t = 1 – t เพราะฉะน้ัน t = 
2
1              

38. แนวคิด ให้ x = 
a1

1


, y = 
b1

1


, z = 
c1

1


 เพราะฉะน้ัน x + y + z = 1 

จากข้อ 5. จะได้ (
x
1  – 1)(

y
1  – 1)(

z
1  – 1)  8              ... (1) 

เพราะว่า (
x
1  – 1)(

y
1  – 1)(

z
1  – 1) = ((1 + a) – 1)((1 + b) – 1)((1 + c) – 1) = abc  ... (2) 

จาก (1) และ (2) จะได้ abc  8                     

40. แนวคิด 40.1 โดยอสมการ A.M. – G.M. กบัจาํนวนจริงบวก x จะได้ x + 
x
1   2 )

x
1)(x(  = 2 

เพราะว่า x, y, z เป็นจาํนวนจริงบวก และ x + y + z = 1  

เพราะฉะนั้น 1  x เพราะฉะน้ัน  1 + 
x
1   x + 

x
1   2            ... (1) 

ในทาํนองเดียวกนั      1 + 
y
1   y + 

y
1   2            ... (2) 

          1 + 
z
1   z + 

z
1   2            ... (3) 

เพราะฉะนั้นจาก (1), (2) และ (3) จะได้ว่า (1 + 
x
1 )(1 + 

y
1 )(1 + 

z
1 )  8 

40.2 เพราะว่า 1 + x  2, 1 + y  2, 1 + z  2 เพราะฉะน้ัน (1 + x)(1 + y)(1 + z)  8     

41. แนวคิด (a + 2b + 3c) 2  = 2a  + 4 2b  + 9 2c  + 2((a)(2b) + (a)(3c) + (2b)(3c)) 

          = 48 + 2((a)(2b) + (a)(3c) + (2b)(3c))     ... (1) 

เพราะว่า (x – y) 2   0 เพราะฉะน้ัน   2x  – 2xy + 2y   0 

              2x  + 2y   2xy      ทุกจาํนวนจริง x, y  

เพราะฉะนั้น          2a  + (2b) 2   2(a)(2b)        ... (2) 

             2a  + (3c) 2   2(a)(3c)        ... (3) 

            (2b) 2  + (3c) 2   2(a)(2b)        ... (4) 

เพราะฉะนั้น      2( 2a  + 4 2b  + 9 2c )  2((a)(2b) + (a)(3c) + (2b)(3c)) 

              2(48)  2((a)(2b) + (a)(3c) + (2b)(3c)) ... (5) 

จาก (1) และ (5) จะได้      (a + 2b + 3c) 2   48 + 2(48) = 144 

เพราะฉะนั้น         a + 2b + 3c  12          ... (6) 

สมการ (6) เป็นจริง กต่็อเม่ือ สมการ (5) เป็นจริง กต่็อเม่ือ สมการ (2), (3) และ (4) เป็นจริง 
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       กต่็อเม่ือ a = 2b = 3c 

เพราะว่า a + 2b + 3c = 12 และ a = 2b = 3c เพราะฉะน้ัน a = 4, b = 2 และ c = 
3
4  

เพราะฉะนั้น a + 2b + 3c มีค่าสงูสดุ = 12 เม่ือ a = 4, b = 2 และ c = 
3
4           

42. แนวคิด โดยไม่สญูเสยีสาระสาํคัญของกรณทีั่วไปเราสามารถสมมติให้ a  b  c  

เพราะว่า a, b, c เป็นความยาวด้านของสามเหล่ียม เพราะฉะน้ัน b + c  a และ b + c – a  0 

เพราะฉะนั้น 
2
1 (b + c – a)((a + b) 2  + (a + c) 2  + (b – c) 2 )  0 

โดยการกระจายพจน์ของ 
2
1 (b + c – a)((a + b) 2  + (a + c) 2  + (b – c) 2 ) จะได้ 

2
1 (b + c – a)((a + b) 2  + (a + c) 2  + (b – c) 2 ) = (–a) 3  + 3b  + 3c  – 3(–a)bc 

เพราะฉะนั้น    (–a) 3  + 3b  + 3c  – 3(–a)bc  0 

         – 3a + 3b  + 3c + 3abc  0 

           3a + 3b  + 3c + 3abc  2 3a  

           
2

abc3cba 333    3a  

         3 333

2
abc3cba    

3 3a  = a = max(a, b, c) 

เบื้ องหลงัการทดเลข โดยการพิสจูน์แบบย้อนกลับ สมมติ  3 333

2
abc3cba    a 

                   
2

abc3cba 333    3a  

                 – 3a + 3b  + 3c + 3abc  0 

               (–a) 3  + 3b  + 3c  – 3(–a)bc  0    ... (1) 

เพราะฉะนั้นหากเราแสดงได้ว่า (1) เป็นจริง แล้วเขียนพิสจูน์แบบย้อนกลับกจ็ะได้ผลตามต้องการ    

43. แนวคิด (1 + 
2
1 )(1 + 

22
1 )(1 + 

42
1 ) ... (1 + 

n22

1 ) 

 = 
)

2
11(

1


(1 – 

2
1 )(1 + 

2
1 )(1 + 

22
1 )(1 + 

42
1 ) ... (1 + 

n22

1 ) 

 = 2(1 – 
22

1 )(1 + 
22

1 )(1 + 
42

1 ) ... (1 + 
n22

1 ) = 2(1 – 
42

1 )(1 + 
42

1 ) ... (1 + 
n22

1 ) 

 : 

 = 2(1 – 
1n22

1


)  2                      

44. แนวคิด ให้ L(n) = 
2
5 (1 – 

n2
1 ) และ R(n) = (1 + 

2
1 )(1 + 

22
1 )(1 + 

32
1 ) ... (1 + 

n2
1 ) 

(1) การแสดงว่า L(1)  R(1) เป็นจริง 

  เพราะว่า L(1) = 
2
5 (1 – 

2
1 ) = 5 และ R(1) = 1 + 

2
1  = 

2
3  เพราะฉะน้ัน L(1)  R(1) เป็นจริง 

(2) การแสดงว่า 
)n(L

)1n(L 
  

)n(R
)1n(R 
 เป็นจริง 
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)n(L

)1n(L 
 = 

n

1n

2
11

2
11






 = 
)12(2

12
n

1n




 และ 
)n(R

)1n(R 
 = 1 + 

1n2
1


 = 
1n

1n

2
12


   

  เพราะว่า 
)n(L

)1n(L 
 – 

)n(R
)1n(R 
 = 

)12(2
12

n

1n




 – 
1n

1n

2
12


   = 

1nn

1nn1n1n

2)12(2

)12)(12(2)12(2







 

  และ 1n2  ( 1n2  – 1) – 2( n2 – 1)( 1n2  + 1) = 2n22   – 1n2   – 2( 1n22   + n2  – 1n2  – 1) 

       = 2n22   – 1n2   – 2n22   – 1n2   + 2n2   + 2 = 2  0 

  เพราะฉะน้ัน 
)n(L

)1n(L 
  

)n(R
)1n(R 
 เป็นจริง 

โดยบทประยุกต์ของอบุนัยเชิงคณติศาสตร์ แบบที่ 1. จะได้ว่า L(n)  R(n) ทุกค่า n  1      

45. แนวคิด กรณีท่ี 1. ab  0  จะได้  a + b  =  a  +  b  
เพราะฉะนั้น 1 +  a + b  = 1 +  a  +  b   1 +  a  และ 1 +  a + b  = 1 +  a  +  b   1 +  b  
เพราะะน้ัน 

|ba|1
|a|


  
|a|1

|a|


 และ 
|ba|1

|b|


  
|b|1

|b|


 

เพราะฉะนั้น 
|ba|1

|ba|



 = 

|ba|1
|b||a|




 = 
|ba|1

|a|


 + 
|ba|1

|b|


  
|a|1

|a|


 + 
|b|1

|b|


 

กรณีท่ี 2. ab  0  เพราะฉะนั้น  a + b    a  และ 
|ba|1

|a|


  
|a|1

|a|


 

เพราะฉะนั้น 
|ba|1

|ba|



  

|ba|1
|a|


  
|a|1

|a|


  
|a|1

|a|


 + 
|b|1

|b|


           

46. แนวคิด  
2

ba   – ab   = 
ab

2
ba

)ab
2

ba)(ab
2

ba(




 = 

ab
2

ba

ab)
2

ba( 2




 = 

2
ab2ba

ab
4

bab2a 22




 

          = 
)ab2ba(2

bab2a 22


    = 

2

2

)ba(2

)ba(




      ... (1) 

เพราะว่า b  a เพราะฉะน้ัน    2 b  a  + b   2 a  

           4b  ( a  + b ) 2   4a 

              8b  2( a  + b ) 2   8a 

                
a8
1   

2)ba(2
1


  
b8
1  

            
a8

)ba( 2
  

2

2

)ba(2

)ba(




  

b8
)ba( 2

        ... (2) 

จาก (1) และ (2) จะได้           
a8

)ba( 2
  

2
ba   – ab   

b8
)ba( 2

          

47. แนวคิด ให้ 1a , 2a , ... , na  เป็นจาํนวนจริงบวก และ ให้ G = n21 a ... aa  

ขั้นตอนเริม่ตน้ พิจารณาค่าของ 1a , 2a , ... , na  

ขั้นท่ี 1. 1a  = 2a  = ... = na  เพราะฉะนั้น ia  = G ทุกค่า i เพราะฉะน้ัน 1a  + 2a  + ... + na  = nG 

ขั้นท่ี 2. 1a , 2a , ... , na  ไม่เท่ากนัทุกตัว ให้เปล่ียนลาํดับของ ia  เพ่ือให้ค่าของ 1a , 2a  มีค่าเป็น 

   1a  = min( 1a , 2a , ... , na ) และ 2a  = max( 1a , 2a , ... , na )   
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