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คาํนํา

หนงัสอืเลม่นีÊ ผู้เขยีนได้จดัทาํขึÊนมาเพราะผู้แต่งได้รบัเป็นวทิยากรในโครงการทีÉเกีÉยวกบัการ
สอบเขา้แขง่ขนัในคา่ยโอลมิปิกวชิาการ สอวน. ในวชิาคณติศาสตร์บอ่ย ๆ สว่นใหญ่จะได้
สอนในหวัขอ้ของเรขาคณติ ผูเ้ขยีนไดแ้ต่งขึÊนมาจากประสบการณ์ของตวัเองไดร้บัการสอนใน
โครงการต่าง ๆ มา ซืÉงในหนงัสอืนีÊไดร้วบรวมเนืÊอหาทีÉเกีÉยวกบัหวัขอ้เรขาคณติในสองมติิ

หนงัสอืเลม่นีÊประกอบไปดว้ย 7 บท บททีÉ 1 กลา่วถงึความรูพ้ืÊนฐานทีÉควรทราบและนําไป
ใชก้ารพสิจูน์ทางเรขาคณติ โดยแบ่งออกเป็นสองสว่น สว่นแรกเราจะกลา่วถงึระบบจาํนวนจรงิ
และสมบตัทิีÉนําไปใช้ รวมทั Êงกลา่วถงึอตัราสว่นและเอกลกัษณ์ทางพชีคณติ สว่นหลงัจะกลา่ว
ถงึการพสิจูน์ในรปูแบบต่าง ๆ ทีÉนําไปใชใ้นการพสิจูน์ทฤษฎบีทต่าง ๆ ทางเรขาคณติ

ในบททีÉ 2 เรากลา่วถงึคาํนิยามและคาํอนิยามของรปูเรขาคณติหนึÉงมติแิละสองมติิ ในรปู
แบบคา่ง ๆ และคณุสมบตัเิบีÊองตน้ของรปูเรขาคณติ

ในบททีÉ 3 เรากลา่วถงึการเทา่กนัทกุประการของรปูหลายเหลีÉยม และกลา่วถงึการเทา่กนั
ทกุประการของรปูสามเหลีÉยมในรปูต่าง ๆ รวมถงึการนําไปใช้ในเกดิทฤษฎบีททีÉสาํคญัเป็น
อยา่งมาก บทนีÊถอืเป็นบททีÉสาํคญับทหนึÉงในการพสิจูน์ทฤษฎต่ีาง ๆ ทีÉเกดิขึÊนมาและลกัษณะ
เฉพาะของรปูเรขาคณติต่าง ๆ โดยไมผ่า่นการนิยามของรปูเรขาคณตินั Êน

ในบททีÉ 4 เรากลา่วถงึความยาวเสน้รอบรปูและพืÊนทีÉของรปูเรขาคณติต่าง ๆ บทนีÊถอืวา่
เป็นบททีÉสาํคญับทหนึÉงทีÉสามารถนําไปใชใ้นชวีติประจาํวนัไดเ้ป็นอยา่งมาก

ในบททีÉ 5 เรากลา่วถงึความคลา้ยของรปูหลายเหลีÉยม และความคลา้ยของรปูสามเหลีÉยม
ในรปูแบบต่าง ๆ รวมทั ÊงปัญหาทีÉน่าสนใจทีÉเกีÉยวกบัความคลา้ย นั Êนคอื ปัญหาการไขวก้นัของ
กระได

ในบททีÉ 6 เรากลา่วถงึทฤษฎทีีÉสาํคญัของรปูสามเหลีÉยมมมุฉากคอืทฤษฎบีทพทีาโกรสั จะ
กลา่วถงึการใชง้านของทฤษฎบีทพธีาโกรสัและทฤษฎอีืÉน ๆ ทีÉเกีÉยวของกบัรปูสามเหลีÉยม รวม
ทั ÊงการระบุสามเหลีÉยมทีÉมคีวามลกัษณะเฉพาะทีÉจะนําไปใชใ้นการแกปั้ญหาต่าง ๆ ไดด้ี

ในบททีÉ 7 เราจะรวมรวมขอ้สอบและวธิทีาํจากการแขง่ขนัในทางวชิาคณติศาสตร์ต่าง ๆ
พรอ้มทั Êงเฉลย เพืÉอใหผู้อ้่านไดศ้กึษาวธิกีารและนําไปใชใ้นแกปั้ญหาอืÉนได้
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จากทั Êง 7 บทนีÊ ผู้เขยีนยงัมคีวามตั ÊงใจจะเขยีนในเรืÉองอืÉน ๆ ดว้ย อยา่งเชน่ ทฤษฎีของ
วงกลม ฟังกช์นัตรโีกณมติิ โปรดไดต้ดิตามในเลม่ทีÉ 2

สว่นหนงัสอืเลม่นีÊ หากมผีดิพลาดประการใด ตอ้งขออภยัใน ณ ทีÉนีÊ หวงัวา่หนงัสอืเลม่นีÊจะ
เป็นประโยชน์ ต่อผูอ้่านไมม่ากกน้็อย

ธรีพร ทองศริิ
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สญัลกัษณ์
←→
AB แทน เสน้ตรง AB

AB แทน สว่นของเสน้ตรง AB

m(AB), AB แทน ความยาวของสว่นของเสน้ตรง AB
−→
AB แทน รงัสี AB

AB̂C แทน มมุ ABC

m(AB̂C ) แทน ขนาดของมมุ ABC
−→
AB ⊥−−→

C D แทน เสน้ตรง AB และเสน้ตรง C D ตั Êงฉากกนั
−→
AB ∥ −−→C D แทน เสน้ตรง AB และเสน้ตรง C D ขนานกนั
4ABC แทน รปูสามเหลีÉยม ABC

äABC D แทน รปูสีÉเหลีÉยม ABC D

A ∼= B แทน A และ B เทา่กนัทุกประการ
[A] แทน พืÊนทีÉของรปู A

A ∼ B แทน A และ B คลา้ยกนั
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Chapter 1

ความรู้เบีÊองต้น

ในบทแรกเราจะกลา่วถงึความรูพ้ ืÊนฐานทีÉจะนําไปใชใ้นการพสิจูน์และแกไ้ขปัญหาทางเรขาคณติ
โดยจะแบง่ออกเป็นสองสว่นคอื หวัขอ้พชืคณติและหว้ขอ้การพสิจูน์ โดยในหวัขอ้พชืคณติ เรา
จะศกึษาในคณุสมบตัิของระบบจาํนวนจรงิทีÉสามารถนําไปใช้ในการแก้ปัญหาหรอืการพสิจูน์
ทฤษฎตี่าง ๆ ได้ และในหวัขอ้การพสิจูน์ เราฝึกเขยีนการพสิจูน์ทฤษฎตี่าง ๆ ในเบืÊองตน้

1.1 ระบบจาํนวนจริง
ในระบบจาํนวนจรงิ (Real Number System) จะประกอบไปดว้ยสองสว่นนั Êนคอื จาํนวนตรรกยะ
(Rational Number) และจาํนวนอตรรกยะ (Irrational Number)

• จาํนวนตรรกยะ คอิจาํนวนทีÉเขยีนให้อยู่ในรปูของเศษสว่น m

n
โดยทีÉ m และ n เป็น

จาํนวนเตม็และ n 6= 0

จาํนวนตรรกยะนีÊจะประกอบไปดว้ย จาํนวนเตม็ ทศนิยมรูจ้บและทศนิยมไมรู่จ้บแบบซํÊา

• จาํนวนอตรรกยะ คอืจาํนวนจรงิใดกต็ามทีÉไมใ่ชจ่าํนวนตรรกยะ ตวัอยา่งเชน่ p
2, 3
p

3

ต่อมาเราศกึษาสมบตัขิองดาํเนินการบนจาํนวนจรงิทั Êงสองนั Êนคอืการบวกและการคณู
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1.1. ระบบจาํนวนจรงิ CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้

1.1.1 ตวัดาํเนินการและสมบติั
ในระบบจาํนวนจรงินั Êน มตีวัดาํเนินการ (Operation) บนระบบจาํนวนจรงิสองตวันั Êนคอื การ
บวก และ การคณู ในสว่นนีÊ เรากลา่วถงึสมบตัขิองตวัดาํเนินการการบวกและการคณูซึÉงมดีงันีÊ

1. สมบติัปิดสาํหรบัการบวก (Closure property under addition)
ถา้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิแลว้ a +b เป็นจาํนวนจรงิ

2. สมบติัปิดสาํหรบัการคณู (Closure property under multiplication)
ถา้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิแลว้ ab เป็นจาํนวนจรงิ

3. สมบติัสลบัทีÉสาํหรบัการบวก (Commutative Property under addition)
a +b = b +a สาํหรบัทุกจาํนวนจรงิ a และ b

4. สมบติัสลบัทีÉสาํหรบัการคณู (Commutative Property under multiplication)
ab = ba สาํหรบัทกุจาํนวนจรงิ a และ b

5. สมบติัเปลีÉยนกลุ่มสาํหรบัการบวก (Associative Property under addition)
(a +b)+ c = a + (b + c) สาํหรบัทกุจาํนวนจรงิ a,b และ c

6. สมบติัเปลีÉยนกลุ่มสาํหรบัการคณู (Associative Property under multiplication)
(ab)c = a(bc) สาํหรบัทุกจาํนวนจรงิ a,b และ c

7. สมบติัการมีเอกลกัษณ์สาํหรบัการบวก (Identity Property under addition)
a +0 = a = 0+a สาํหรบัทุกจาํนวนจรงิ a

8. สมบติัการมีเอกลกัษณ์สาํหรบัการคณู (Identity Property under multiplication)
a ×1 = a = 1×a สาํหรบัทุกจาํนวนจรงิ a

9. สมบติัการมีตวัผกผนัสาํหรบัการบวก (Inverse Property under addition)
สาํหรบัทุกจาํนวนจรงิ a มจีาํนวนจรงิ −a ทีÉทาํให้ a + (−a) = 0 = (−a)+a

10. สมบติัการมีตวัผกผนัสาํหรบัการคณู (Inverse Property under multiplication)
สาํหรบัทุกจาํนวนจรงิ a ทีÉไมเ่ทา่กบัศนูย์ จะมจีาํนวนจรงิ a−1 ทีÉทาํให้ aa−1 = 1 = a−1a

11. สมบติัการแจกแจง (Distributive Property)
a(b + c) = ab +ac สาํหรบัทกุจาํนวนจรงิ a,b และ c
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CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้ 1.1. ระบบจาํนวนจรงิ

ในสว่นถดัมา เรากลา่วถงึสมบตัิการเทา่กนัของเครืÉองหมาย = ซึÉงเป็นสมบตัิทีÉใช้ในการ
พสิจูน์เป็นอยา่งมาก

กาํหนดให้ a,b,c และ x เป็นจาํนวนจรงิใดๆ

1. สมบติัสะท้อน (Reflexive Property)
a = a

2. สมบติัสมมาตร (Symmetric Property)
ถา้ a = b แลว้ b = a

3. สมบติัถ่ายทอด (Transitive Property)
ถา้ a = b และ b = c แลว้ a = c

4. สมบติัการบวกทีÉเท่ากนั (Addition Property)
ถา้ a = b แลว้ a + c = b + c

5. สมบติัการคณูทีÉเท่ากนั (Multiplication Property)
ถา้ a = b แลว้ ac = bc

6. สมบติัการตดัออกสาํหรบัการบวก (Cancellation law of Addition)
ถา้ a + c = b + c แลว้ a = b

7. สมบติัการตดัออกสาํหรบัการคณู (Cancellation law of Multiplication)
ถา้ ac = bc และ c 6= 0 แลว้ a = b

8. สมบติัการแทนทีÉ (Substitution Property)
ถา้ a = b แลว้เราสามารถแทนทีÉนิพจน์ทีÉมี a ไดด้ว้ย b
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1.1. ระบบจาํนวนจรงิ CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้

1.1.2 อสมการ
ในสว่นนีÊ เรากลา่วถงึความไมเ่ทา่กนั โดยมเีครืÉองหมายของการเปรยีบเทยีบ >,<,≤,≥, 6=
ก่อนอืÉนเราจะเปรยีบเทยีบจาํนวนสองจาํนวนไดโ้ดยใชก้ฏไตรวภิาค

กฏไตรวิภาค (Law of Trichotomy)

กาํหนดให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิใดๆ แลว้ สามขอ้ความต่อไปนีÊจะเป็นจรงิเพยีงหนึÉง
ขอ้ความเทา่นั Êน

1. a > b 2. a = b 3. a < b

ถดัมา เรากลา่วถงึสมบตัขิองอสมการ ซึÉงเป็นอสมการทีÉสาํคญัในการพสิจูน์อสมการทีÉซบั
ซอ้นมากขึÊนและนําไปใชไ้ดอ้ยา่งมากมาย กาํหนดให้ a,b,c เป็นจาํนวนจรงิใดๆ

• สมบติัการบวกทีÉเท่ากนั (Addition Property)
ถา้ a < b แลว้ a + c < b + c ถา้ a ≤ b แลว้ a + c ≤ b + c

ถา้ a > b แลว้ a + c > b + c ถา้ a ≥ b แลว้ a + c ≥ b + c

• สมบติัการคณูทีÉเท่ากนั (Multiplication Property)
สาํหรบั c เป็นจาํนวนจรงิบวก จะไดว้า่
ถา้ a < b และ c > 0 แลว้ ac < bc ถา้ a ≤ b และ c > 0 แลว้ ac ≤ bc

ถา้ a > b และ c > 0 แลว้ ac > bc ถา้ a ≥ b และ c > 0 แลว้ ac ≥ bc

สาํหรบั c เป็นจาํนวนจรงิลบ จะไดว้า่
ถา้ a < b และ c > 0 แลว้ ac > bc ถา้ a ≤ b และ c > 0 แลว้ ac ≥ bc

ถา้ a > b และ c > 0 แลว้ ac < bc ถา้ a ≥ b และ c > 0 แลว้ ac ≤ bc

อสมการทีÉสาํคญั

• ถา้ a + c = b และ c > 0 แลว้ a < b

• ถา้ a + c = b และ c < 0 แลว้ a > b
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CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้ 1.1. ระบบจาํนวนจรงิ

1.1.3 รากทีÉสอง
ในสว่นนีÊจะกลา่วถงึ รากทีÉสองของจาํนวนจรงิบวกหรอืศนูย์ ซึÉงนําไปใช้ในทฤษฎีพทีาโกรสั
เป็นสว่นใหญ่ เราจงึไดศ้กึษาโดยให้ a เป็นจาํนวนจรงิบวกหรอืศนูย์ เรากลา่ววา่ x เป็นราก
ทีÉสอง (Square Root) ของ a กต่็อเมืÉอ

x2 = a

ตวัอย่างทีÉ 1.1. รากทีÉสองของ 4 เทา่กบั 2 และ −2 เพราะวา่ 22 = 4 และ (−2)2 = 4

รากทีÉสองของ 0.0016 เทา่กบั 0.04 และ −0.04 เพราะวา่ 0.042 = 0.0016 และ (−0.04)2 = 0.0016

จากการนิยามเราจะไดว้า่ รากทีÉสองของจาํนวนจรงิบวกใด ๆ จะมสีองคา่ เราจะใหส้ญัลกัษณ์
ดงันีÊ เมืÉอ a เป็นจาํนวนจรงิบวกใด ๆ

• p
a แทนรากทีÉสองของ a ทีÉเป็นจาํนวนบวก และ

• −pa แทนรากทีÉสองของ a ทีÉเป็นจาํนวนลบ

และนิยาม p
0 = 0

สมบติัของรากทีÉสอง
กาํหนดให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิบวกหรอืศนูย์

1. p
ab =p

a
p

b

2.
√

a
b =

p
ap
b
เมืÉอ b 6= 0

3. (
p

a)2 = a

4. p
x2 = |x| เมืÉอ x เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ
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1.2. อตัราสว่นและสดัสว่น CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้

1.2 อตัราส่วนและสดัส่วน
ในสว่นนีÊจะกลา่วถงึ อตัราสว่นและสดัสว่น ซึÉงนําไปใชใ้นเรืÉองความคลา้ยเป็นสว่นใหญ่ เราจงึ
ควรรูบ้ทนิยามและสมบตัทิั Éวไปของอตัราสว่นและสดัสว่น

กาํหนดให้ a,b,c และ d เป็นจาํนวนจรงิบวกใด ๆ เราใชส้ญัลกัษณ์ a : b แทน a

b
อ่านวา่

อตัราสว่น เอ ต่อ บี และเราใชส้ญัลกัษณ์ a : b = c : d แทนขอ้ความ a

b
= c

d

สมบติัของสดัส่วน
กาํหนดให้ a,b,c,d , x, y และ k เป็นจาํนวนจรงิบวกใด ๆ

1. a : b = c : d กต่็อเมืÉอ ad = bc

2. ถา้ a : b = c : d แลว้ b : a = d : c

3. ถา้ a : b = c : d และ c : d = x : y แลว้ a : b = x : y

4. ถา้ a : x = b : x แลว้ a = b

5. ถา้ a : b = c : d แลว้ a : c = b : d

6. a : b = ka : kb

7. ถา้ a : b = x : y แลว้ (a +b) : b = (x + y) : y

8. ถา้ a : b = x : y แลว้ (a −b) : b = (x − y) : y

9. ถา้ a : b = x : y แลว้ (a +b) : (a −b) = (x + y) : (x − y)

ทฤษฎีบท 1. กาํหนดให้ n เป็นจาํนวนนบั และx1, x2, x3, . . . , xn , y1, y2, y3, . . . , yn และ a1, a2, a3,

. . . , an เป็นจาํนวนจรงิบวก ถา้ x1 : y1 = x2 : y2 = x3 : y3 = . . . = xn : yn แลว้
x1

y1
= a1x1 +a2x2 +a3x3 + . . .+an xn

a1 y1 +a2 y2 +a3 y3 + . . .+an yn
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CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้ 1.3. เอกลกัษณ์ทางพชีคณติ

1.3 เอกลกัษณ์ทางพีชคณิต
เราทบทวนเอกลกัษณ์ทีÉสาํคญัและนําไปใชใ้นการแกปั้ญหาต่างๆไดด้มีากขึÊน โดยพจิารณาจาก
เอกลกัษณ์ต่อไปนีÊ

ผลต่างกาํลงัสอง A2 −B 2 = (A−B)(A+B)

กาํลงัสองสมบรูณ์ (A+B)2 = A2 +2AB +B 2

(A−B)2 = A2 −2AB +B 2

ผลต่างกาํลงัสาม A3 −B 3 = (A−B)(A2 + AB +B 2)

ผลบวกกาํลงัสาม A3 +B 3 = (A+B)(A2 − AB +B 2)

กาํลงัสามสมบรูณ์ (A+B)3 = A3 +3A2B +3AB 2 +B 3

(A−B)3 = A3 −3A2B +3AB 2 −B 3

กาํลงัสองสมบรูณ์สามพจน์ (A+B +C )2 = A2 +B 2 +C 2 +2AB +2BC +2C A

กาํลงัสามสมบรูณ์สามพจน์
(A+B +C )3 = A3 +B 3 +C 3 +3(AB +BC +C A)(A+B +C )−3ABC

(A+B +C )3 = A3 +B 3 +C 3 +3(A+B)(B +C )(C + A)

A3 +B 3 +C 3 = (A+B +C )(A2 +B 2 +C 2 − AB −BC −C A)+3ABC

จากเอกลกัษณ์ทีÉปรากฏขา้งตน้ทาํใหเ้ราไดว้า่

1. (A+B)2 + (A−B)2 = 2(A2 +B 2)

2. (A+B)2 − (A−B)2 = 4AB

3. A2 +B 2 = (A+B)2 −2AB

4. A3 +B 3 = (A+B)3 −3AB(A+B)

5. A3 −B 3 = (A−B)3 −3AB(A−B)

6. A2 +B 2 +C 2 = (A+B +C )2 −2(AB +BC +C A)

7. A3 +B 3 +C 3 = (A+B +C )3 −3(A+B +C )(AB +BC +C A)+3ABC

8. ถา้ A+B +C = 0 จะไดว้า่ A3 +B 3 +C 3 = 3ABC
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1.4. การพสิจูน์ CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้

1.4 การพิสจูน์
ในการศกึษาวชิาเรขาคณติ เรามกัจะเหน็คาํวา่ บทนิยาม อนิยาม สจัพจน์ ทฤษฎบีท คาํพวก
นีÊเป็นหลกัสาํคญัในการศกึษาวชิาคณติศาสตรเ์พืÉอใหเ้ขา้ใจไดต้รงกนั

• อนิยาม (Undefined Term) หมายถงึ สิÉงทีÉไม่สามารถใหค้วามหมายเฉพาะเจาะจงได้
แต่เขา้ใจตรงกนัไดว้า่คอืสิÉงใด

• บทนิยาม (Definition) หมายถงึ สิÉงทีÉใหค้วามหมายหรอืคาํจาํกดัความทีÉมคีวามเฉพาะ
เจาะจง

• สจัพจน์ (Postulate) หมายถงึ ขอ้ความทีÉเป็นยอมรบัวา่เป็นจรงิโดยไมต่อ้งผา่นการพสิจูน์

• ทฤษฎีบท (Theorem) หมายถงึ ขอ้ความทีÉเป็นจรงิโดยผา่นการพสิจูน์

และสิÉงหนึÉงทีÉเราจะเจอในทางคณติศาสตร์นั Êนคอื ข้อคาดการณ์ (Conjecture) หมายถงึ
ขอ้ความทีÉอาจจะเป็นจรงิแต่ยงัไมส่ามารถพสิจูน์ได้

ในการเริÉมตน้ของการพสิจูน์ เราควรรู้ความหมายของบทนิยาม เพืÉอใช้ในการอา้งเหตุผล
ในบทพสิจูน์ไดด้ขี ึÊน โดยเราจะยกตวัอยา่งการพสิจูน์โดยผา่นบทนิยามตงันีÊ

บทนิยาม 1. ให้ a เป็นจาํนวนเตม็ใด ๆ เรากลา่ววา่ a เป็น จาํนวนคู่ (Even Number) เมืÉอ
เราสามารถหาจาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ a = 2k

บทนิยาม 2. ให้ a เป็นจาํนวนเตม็ใด ๆ เรากลา่ววา่ a เป็น จาํนวนคีÉ (Odd Number) เมืÉอ
เราสามารถหาจาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ a = 2k +1

บทนิยาม 3. ให้ a และ n เป็นจาํนวนเตม็ใด ๆ เรากลา่ววา่ a หารดว้ย n ลงตวั เมืÉอเราสามารถ
หาจาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ a = nk
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CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้ 1.4. การพสิจูน์

1.4.1 การพิสจูน์โดยตรง
การพิสจูน์โดยตรง (Direct Proof) คอืการพสิจูน์ขอ้ความ ”ถา้ p แลว้ q” โดยทีÉใหข้อ้ความ
p เป็นจรงิ แลว้ใชบ้ทนิยาม อนิยาม ทฤษฎี สจัพจน์ หรอืขอ้เทจ็จรงิในการสรปุวา่ขอ้ความ q

เป็นจรงิ

ตวัอย่างทีÉ 1.2. กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนเตม็ใด ๆ จงพสิจูน์วา่ ถา้ a เป็นจาํนวนคู่ แลว้ a −1

เป็นจาํนวนคีÉ
พสิจูน์ กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนคู่

จากบทนิยาม 1 เราจะไดว้า่จะมจีาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ a = 2k

เนืÉองจาก k เป็นจาํนวนเตม็ ทาํใหไ้ดว้า่ k −1 เป็นจาํนวนเตม็เชน่กนั และจาก
a −1 = 2k −1 = 2k −2+1 = 2(k −1)+1

โดยบทนิยาม 2 จะไดว้า่ a −1 เป็นจาํนวนคีÉ ä

1.4.2 การพิสจูน์ทางอ้อม
การพิสจูน์ทางอ้อมหรือการพิสจูน์แย้งสลบัทีÉ (Contrapositive Proof) คอืการพสิจูน์ขอ้-
ความ ”ถา้ p แลว้ q” โดยใชก้ารสมมลูทางตรรกศาสตร์ p =⇒ q ≡∼ q =⇒ ∼ p นั Êนคอืการ
พสิจูน์วา่ ถา้ขอ้ความตรงขา้มของขอ้ความ q เป็นจรงิ แลว้ใชบ้ทนิยาม ทฤษฎี สจัพจน์ และขอ้
เทจ็จรงิในการสรปุวา่ขอ้ความตรงขา้มของขอ้ความ p เป็นจรงิ
ตวัอย่างทีÉ 1.3. กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนเตม็ใด ๆ จงพสิจูน์วา่ ถา้ a2 เป็นจาํนวนคีÉ แลว้ a

เป็นจาํนวนคีÉ
พสิจูน์ เราจะพสิจูน์ขอ้ความทีÉสมมลูกนัคอื

ถา้ a เป็นจาํนวนคู่ แลว้ a2 เป็นจาํนวนคู่
กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนคู่
จากบทนิยาม 1 เราจะไดว้า่จะมจีาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ a = 2k

เนืÉองจาก k เป็นจาํนวนเตม็ ทาํใหไ้ดว้า่ 2k2 เป็นจาํนวนเตม็เชน่กนั และจาก
a2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2)

โดยบทนิยาม 1 จะไดว้า่ a2 เป็นจาํนวนคู่
ดงันั Êน ขอ้ความ ถา้ a เป็นจาํนวนคู่ แลว้ a2 เป็นจาํนวนคู่ เป็นจรงิ
ทาํให้ ขอ้ความ ถา้ a2 เป็นจาํนวนคีÉ แลว้ a เป็นจาํนวนคีÉ เป็นจรงิดว้ยเชน่กนั ä

ธรีพร ทองศริิ 9



1.4. การพสิจูน์ CHAPTER 1. ความรูเ้บีÊองตน้

1.4.3 การพิสจูน์โดยข้อขดัแย้ง
การพิสจูน์โดยข้อขดัแย้ง (Contradiction Proof) คอืการพสิจูน์ขอ้ความ ”ถา้ p แลว้ q” โดย
ใหข้อ้ความ p เป็นจรงิ และขอ้ความ q ไม่เป็นจรงิแลว้ใชบ้ทนิยาม ทฤษฎี สจัพจน์ ใหเ้กดิขอ้
ขดัแยง้

ตวัอย่างทีÉ 1.4. กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนเตม็ใด ๆ จงพสิจูน์วา่ ถา้ a2 เป็นจาํนวนคู่ แลว้ a

เป็นจาํนวนคู่
พสิจูน์ กาํหนดให้ a2 เป็นจาํนวนคู่

สมมตวิา่ a ไมเ่ป็นจาํนวนคู่ จะไดว้า่ a เป็นจาํนวนคีÉ จากบทนิยาม 2 เราจะไดว้า่จะมจีาํนวนเตม็
k ทีÉทาํให้ a = 2k +1

เนืÉองจาก k เป็นจาํนวนเตม็ ทาํใหไ้ดว้า่ 2k2 +2k เป็นจาํนวนเตม็เชน่กนั และจาก

a2 = (2k +1)2 = 4k2 +4k +1 = 2(2k2 +2k)+1

โดยบทนิยาม 2 จะไดว้า่ a2 เป็นจาํนวนคีÉ เกดิขอ้ขดัแยง้กบัขอ้ความ a2 เป็นจาํนวนคู่
ทาํใหข้อ้สมมตทิีÉไวเ้ป็นเทจ็ เราจะไดว้า่ a เป็นจาํนวนคู่ ä

1.4.4 การพิสจูน์โดยการแจงกรณี
การพิสจูน์โดยการแจงกรณี (Proof by Cases) คอืการพสิจูน์ขอ้ความ ”ถา้ p หรอื q แลว้
r ” โดยใชก้ารสมมลูทางตรรกศาสตร์ (p ∨ q) =⇒ r ≡ (p =⇒ r )∧ (q =⇒ r ) นั Êนคอืการพสิจูน์
ขอ้ความ ”ถา้ p แลว้ r ” เป็นจรงิและพสิจูน์ขอ้ความ ”ถา้ q แลว้ r ” เป็นจรงิ

ตวัอย่างทีÉ 1.5. กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนเตม็ใด ๆ จงพสิจูน์วา่ a(a +1) เป็นจาํนวนคู่
พสิจูน์ กาํหนดให้ a เป็นจาํนวนเตม็ เราจะไดว้า่ a เป็นจาํนวนคู่ หรอื a เป็นจาํนวนคีÉ

กรณี 1 สมมตวิา่ a เป็นจาํนวนคู่
จากบทนิยาม 1 เราจะไดว้า่จะมจีาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ a = 2k

เนืÉองจาก k เป็นจาํนวนเตม็ ทาํใหไ้ดว้า่ 2k2 +k เป็นจาํนวนเตม็เชน่กนั และจาก

a(a +1) = 2k(2k +1) = 2(2k2 +k)

โดยบทนิยาม 1 จะไดว้า่ a(a +1) เป็นจาํนวนคู่

กรณี 2 สมมตวิา่ a เป็นจาํนวนคีÉ
จากบทนิยาม 2 เราจะไดว้า่จะมจีาํนวนเตม็ k ทีÉทาํให้ a = 2k +1
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