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คํานิยม 

 เวฟเล็ต เป็นเคร่ืองมือทางคณิตศาสตร์อย่างหนึ่งท่ีถูกนํามาประยุกต์ใช้อย่างมากในทาง
วิทยาศาสตร์และวิศวกรรม ในอดีตเวฟเล็ตมกัถกูมองว่าเป็นเร่ืองทางคณิตศาสตร์ท่ียุ่งยาก ซบัซ้อน แม้แต่
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เข้าใจพืน้ฐานท่ีแท้จริง ดังนัน้หากมีหนังสือภาษาไทยสักเล่มท่ีเขียนขึน้เก่ียวกับพืน้ฐานของทฤษฎี 
เวฟเลต็ก็จกัเป็นประโยชน์อยา่งมาก 
 สําหรับ รองศาสตราจารย์ ดร.พิชิต กิตติสวุรรณ์ ในอดีตเป็นนิสิตท่ีข้าพเจ้าได้มีโอกาสเป็นประธาน
สอบวิทยานิพนธ์ในระดับดุษฎีบัณฑิตท่ีภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า คณะวิศวกรรมศาสตร์ จุฬาลงกรณ์
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มากเป็นทุนเดิมอยู่แล้วโดยสงัเกตจากงานวิจยัท่ีได้ทํามาในอดีต ยิ่งเม่ือได้ลองอ่านหนงัสือเร่ือง เวฟเล็ต  
การวิเคราะห์ และการออกแบบ ฉบบัปรับปรุงใหม ่ท่ีได้ปรับปรุงจากในอดีตเลม่นีด้้วยแล้ว ยิ่งทําให้ข้าพเจ้า
มัน่ใจขึน้ไปอีกว่าหนงัสือเลม่นีจ้ะช่วยให้ความกระจ่างเก่ียวกบัท่ีมาท่ีไป ของทฤษฎีเวฟเล็ต ต่อผู้ ท่ีต้องการ
ศึกษาทางด้านนีอ้ย่างมากไม่ว่าจะเป็น นิสิต นักศึกษา หรือผู้ประกอบอาชีพทางด้านวิทยาศาสตร์และ
วิศวกรรมทัว่ไป 
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คํานํา 

 หนงัสือเร่ือง เวฟเล็ต การวิเคราะห์ และการออกแบบ ฉบบัปรับปรุงใหม่นี ้ ข้าพเจ้าตัง้ใจจดัทําขึน้
เพ่ือตอบสนองความต้องการหนงัสือท่ีมีเนือ้หาเก่ียวกับ เวฟเล็ต ซึ่งมีเพิ่มขึน้อย่างมาก โดยสงัเกตได้จาก
ยอดการสัง่ซือ้หนงัสือท่ีมีมาอย่างตอ่เน่ือง โดยข้าพเจ้าได้ตรวจสอบ ปรับปรุงแก้ไขเนือ้หาของหนงัสือเลม่นี ้
ให้มีความถกูต้อง ทนัสมยัมากขึน้กวา่หนงัสือเลม่นีใ้นฉบบัดัง่เดมิ 

 ข้าพเจ้าขอกราบขอบพระคุณมารดาผู้ ท่ีได้ล่วงลับไปแล้ว ผู้ ช่วยศาสตราจารย์ วรกร (สุวิมล)  
กิตติสวุรรณ์ อาจารย์ประจําคณะบญัชี มหาวิทยาลยัหอการค้าไทย เป็นท่ีน่าเสียดายย่ิงท่ีท่านด่วนจากไป
ก่อนท่ีจะได้เห็นความสําเร็จของข้าพเจ้า อย่างไรก็ตามข้าพเจ้ายงัระลกึถึงท่านอยู่เสมอ บิดา คณุสมเกียรต ิ
กิตติสวุรรณ์ น้องสาว คณุวิมลพรรณ กิตติสวุรรณ์ รวมทัง้คณุย่า คณุสวุรรณี กิตติสวุรรณ์ อาจารย์ผู้ ท่ีเคย
ประสิทธ์ิประสาทวิชาแก่ข้าพเจ้าในทุกระดบัชัน้ รวมทัง้ผู้คิดค้น ผู้อ่าน และผู้ ท่ีสนใจเก่ียวกบั เวฟเล็ต ทุก
ท่าน ซึง่หากปราศจากท่านเหลา่นี ้หนงัสือเลม่นีค้งไม่สามารถเกิดขึน้ได้ ดงันัน้หากมีคณุความดีใดก็ตาม ท่ี
เกิดจากหนงัสือเล่มนี ้ผู้ เขียนขอยกความดีนัน้ให้ท่านเหล่านีท้ัง้หมด สดุท้ายหากมีข้อผิดพลาดประการใด 
ผู้ เขียนต้องกราบขออภยัมา ณ ท่ีนีด้้วย 
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บทท่ี 1 คณิตศาสตร์พืน้ฐาน 

 ในบทนีเ้ราจะศกึษาถึง คณิตศาสตร์พืน้ฐาน ท่ีจําเป็นในการอธิบายและศกึษา เวฟเลต็ (wavelet) 
โดยจะศกึษาในเร่ือง ปริภูมิ (space) แบบตา่งๆ โดยเฉพาะ ปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert space) สภาพเชิงตัง้
ฉาก (orthogonality) ภาพฉายเชิงตัง้ฉาก (orthogonal projection) ตวัดําเนินการภาพฉายเชิงตัง้ฉาก 
(orthogonal projection operator) ผลการแปลงฟเูรียร์ต่อเนือ่ง (continuous Fourier transform) ผลการ
แปลงฟเูรียร์เวลาวิยตุ (discrete-time Fourier transform, DTFT) ผลการแปลงซี (Z transform) ระบบเชิง
เสน้ไม่แปรตามเวลา (linear time-invariant, LTI, system) สงัวตันาการ (convolution) การชกัตวัอย่างข้ึน 
(up-sampling) และการชกัตวัอย่างลง (down-sampling) วิธีเขียนลําดบัหรือสญัญาณไม่ต่อเนือ่งทาง
เวลาดว้ยลําดบัเดลตา ความเป็นอิสระเชิงเสน้ (linear independent) ฟิลเตอร์สมมาตร (symmetric filter) 
และ ลําดบัเชิงเหต ุ(causal sequence) 

1.1 ปริภมูิฮลิเบร์ิต 
Vector Space

Normed Space

PrInner oduct

Space

Hilbert

Space

 
รูป 1.1 ลกัษณะความสมัพนัธ์ของปริภมิูตา่ง ๆ 

 ปริภมูิ คือ เซตท่ีมีโครงสร้างพิเศษบางประการ ในท่ีนีเ้ราจะศกึษาเฉพาะปริภมูิท่ีสําคญั ท่ีใช้สําหรับ
อธิบายทฤษฎีเวฟเลต็เท่านัน้ ดงัแผนภาพในรูป 1.1 คือ ปริภูมิเวกเตอร์ (vector space) ปริภูมินอร์ม 
(normed space) ปริภูมิผลคูณภายใน (inner product space) และ ปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert space) ซึง่
จากรูปจะเห็นวา่ปริภมูิเวกเตอร์นัน้จะครอบคลมุทกุปริภมูิท่ีกลา่วมาแล้วทัง้หมด เพราะอยูว่งนอกสดุของ
แผนภาพ สว่นปริภมูิฮิลเบร์ิตจะเป็นสมาชิกของทกุปริภมูิท่ีกลา่วมาแล้วเพราะอยูว่งในสดุของแผนภาพ
นัน่เอง ซึง่เร่ืองท่ีเก่ียวกบัปริภมูิเวกเตอร์นัน้ผู้อา่นสามารถหาอ่านเนือ้หาได้จากหนงัสือ 



คําอธิบายสญักรณ์ 

(1) เซตของจํานวนนบั { }1,2, 3,=   
(2) เซตของจํานวนเตม็ { }, 2, 1,0,1,2,= - -    
(3) เซตของจํานวนจริง    (4) เซตของจํานวนเชิงซ้อน   (5) จํานวนเชิงซ้อน 1j = -  
(6) ฟังก์ชนัขัน้บนัไดหน่วย 

(unit-step function) 
{ }[ ] 1, 0,1,2,u n n= =   

(7) ฟังก์ชนัเดลตา 
(dirac delta function) 
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(8) ลําดบัเดลตา 
(delta sequence) 
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(9) ฟังก์ชนัซงิก์ 
(sinc function) 

sin( )
sinc( )
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p
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(10) ฟังก์ชนัส่ีเหล่ียม 

(rectangular function) 
( ) 1, 1 / 2rect t t= £

 
(11) สตูรของออยเลอร์ 

(Euler’s formula) 
cos( ) sin( )je jw w w = 

 
(12) สตูรของฟังก์ชนั cos( )w  ในรูป

ฟังก์ชนัเลขยกกําลงั 
cos( )
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(13) สตูรของฟังก์ชนั sin( )w  ในรูป
ฟังก์ชนัเลขยกกําลงั 
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(15) โมเมนต์ (moment) ของ ( )f t  
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บทท่ี 1 คณิตศาสตร์พืน้ฐาน 

 ในบทนีเ้ราจะศกึษาถึง คณิตศาสตร์พืน้ฐาน ท่ีจําเป็นในการอธิบายและศกึษา เวฟเลต็ (wavelet) 
โดยจะศกึษาในเร่ือง ปริภูมิ (space) แบบตา่งๆ โดยเฉพาะ ปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert space) สภาพเชิงตัง้
ฉาก (orthogonality) ภาพฉายเชิงตัง้ฉาก (orthogonal projection) ตวัดําเนินการภาพฉายเชิงตัง้ฉาก 
(orthogonal projection operator) ผลการแปลงฟเูรียร์ต่อเนือ่ง (continuous Fourier transform) ผลการ
แปลงฟเูรียร์เวลาวิยตุ (discrete-time Fourier transform, DTFT) ผลการแปลงซี (Z transform) ระบบเชิง
เสน้ไม่แปรตามเวลา (linear time-invariant, LTI, system) สงัวตันาการ (convolution) การชกัตวัอย่างข้ึน 
(up-sampling) และการชกัตวัอย่างลง (down-sampling) วิธีเขียนลําดบัหรือสญัญาณไม่ต่อเนือ่งทาง
เวลาดว้ยลําดบัเดลตา ความเป็นอิสระเชิงเสน้ (linear independent) ฟิลเตอร์สมมาตร (symmetric filter) 
และ ลําดบัเชิงเหต ุ(causal sequence) 

1.1 ปริภมูิฮลิเบร์ิต 
Vector Space

Normed Space

PrInner oduct
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Space

 
รูป 1.1 ลกัษณะความสมัพนัธ์ของปริภมิูตา่ง ๆ 

 ปริภมูิ คือ เซตท่ีมีโครงสร้างพิเศษบางประการ ในท่ีนีเ้ราจะศกึษาเฉพาะปริภมูิท่ีสําคญั ท่ีใช้สําหรับ
อธิบายทฤษฎีเวฟเลต็เท่านัน้ ดงัแผนภาพในรูป 1.1 คือ ปริภูมิเวกเตอร์ (vector space) ปริภูมินอร์ม 
(normed space) ปริภูมิผลคูณภายใน (inner product space) และ ปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert space) ซึง่
จากรูปจะเห็นวา่ปริภมูิเวกเตอร์นัน้จะครอบคลมุทกุปริภมูิท่ีกลา่วมาแล้วทัง้หมด เพราะอยูว่งนอกสดุของ
แผนภาพ สว่นปริภมูิฮิลเบร์ิตจะเป็นสมาชิกของทกุปริภมูิท่ีกลา่วมาแล้วเพราะอยูว่งในสดุของแผนภาพ
นัน่เอง ซึง่เร่ืองท่ีเก่ียวกบัปริภมูิเวกเตอร์นัน้ผู้อา่นสามารถหาอา่นเนือ้หาได้จากหนงัสือ 
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เก่ียวกบัพีชคณิตเชิงเส้น (linear algebra) พืน้ฐาน เช่น Anton [3] ดงันัน้จะไมก่ลา่วถึงรายละเอียดใน
หนงัสือเลม่นีแ้ตจ่ะกลา่วถึงเฉพาะปริภมูนิอร์ม ปริภมูิผลคณูภายใน และ ปริภมูิฮิลเบร์ิต เท่านัน้ 

ปริภมูินอร์ม (norm space) 
 คือ ปริภมูิเวกเตอร์ท่ีมีการนิยามนอร์ม (norm) ซึง่สามารถนิยามได้ดงันี:้ ให้ X  เป็นปริภมูิเวกเตอร์
บนฟิลด์เชิงซ้อน   (ฟิลด์ F  คือ เซตชนิดหนึง่ซึง่ในหนงัสือเลม่นีจ้ะใช้เฉพาะเซตของจํานวนจริงหรือ
จํานวนเชิงซ้อนเทา่นัน้) แล้วคา่ประจําหรือนอร์ม คือ ฟังก์ชนัคา่จริง . : X    ซึง่มีสมบตัดิงันี ้ 

 เม่ือ ,x y XÎ และ a FÎ  

1) 0x ³ และ 0 0x x=  =  

2) ax a x=  

3) x y x y+ £ +  

ปริภมูิผลคูณภายใน (inner product space) 
 คือ ปริภมูิเวกเตอร์บนฟิลด์เชิงซ้อนท่ีมีการนิยาม ผลคณูภายใน (inner product) ซึง่สามารถนิยาม
ได้ดงันี:้ ให้ X  เป็นปริภมูิเวกเตอร์บนฟิลด์   แล้ว ผลคณูภายใน คือ ฟังก์ชนัคา่เชิงซ้อน .,. : X X´  
   ซึง่มีสมบตั ิดงันี ้

 เม่ือ ,x y XÎ และ a Î   

1) , 0x x ³  และ , 0 0x x x=  =  

2) , , ,x y z x z y z+ = +  

3) , ,ax y a x y=   

4) , ,x y y x=  

 นอกจากนี ้ จากนิยามของผลคูณภายในทีกํ่าหนดข้ึนนัน้เราจะสามารถนิยามนอร์มของเวกเตอร์ 

x XÎ  ทีมี่ผลคูณภายในไดเ้สมอว่า ,x x x=  หรือ กล่าวไดว่้า ปริภูมิผลคูณภายในจะเป็นปริภูมิ
นอร์มเสมอนัน่เอง 
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ปริภมูิฮลิเบร์ิต (Hilbert space) 
 ปริภมูิฮิลเบร์ิต คือ ปริภมูิผลคณูภายในท่ีเป็น ปริภูมิบริบูรณ์ อยา่งไรก็ตามในหนงัสือเลม่นีจ้ะ
กลา่วถึงปริภมูฮิิลเบร์ิตท่ีสําคญัเท่านัน้ คือ ปริภมูิฮิลเบร์ิตของฟังก์ชนั (function) ลําดบั (sequence) และ 
เวกเตอร์ (vector) ดงัตอ่ไปนี ้ (ผู้อา่นท่ีสนใจศกึษาปริภมูิชนิดนีโ้ดยละเอียดสามารถศกึษาเพิม่เตมิได้จาก
หนงัสือท่ีเก่ียวกบั พีชคณิตเชิงเส้นขัน้สงู และ การวิเคราะห์เชิงฟังก์ชนั (function analysis) เช่น วชัรพงษ์ 
โขวิฑรูกิจ [1] และ Young [28] เป็นต้น) 

1) ปริภูมิของฟังก์ชนั 

2

2
([ , ]) : [ , ] |

b

a

L a b f a b f
ì üï ïï ïï ï=  < ¥í ýï ïï ïï ïî þ

ò  

ท่ีนิยามผลคณูภายใน (inner product) คือ ,f g f g= ò และมีนอร์ม คือ 2
,f f f f= = ò  

2) ปริภูมิของลําดบั 

2

2
( ) : | [ ]

n

l x x n
ì üï ïï ï=  < ¥í ýï ïï ïî þ

å    

ท่ีนิยามผลคณูภายใน คือ , [ ] [ ]
n

x y x n y n=å  และมีนอร์ม คือ 2
, [ ]

n

x x x x n= = å  

3) ปริภูมิของเวกเตอร์ 

 { }1 2
, , , |

Tn
n i

x x x x xé ù= = Îê úë û    และ { }1 2
, , , |

Tn
n i

x x x x xé ù= = Îê úë û     

ท่ีนิยามผลคณูภายใน คือ 
1

,
n

i i
i

x y x y
=

= å  และ นอร์ม คือ ,x x x= =  2

1

n

i
i

x
=
å  

1.2 สภาพเชิงตัง้ฉาก 
 เราจะนิยามสภาพเชิงตัง้ฉาก (orthogonality) ดงันี ้ ให้ H  เป็นปริภมูิฮิลเบร์ิต เราจะกลา่ววา่ x  
ตัง้ฉากกบั y  (x  is orthogonal to y ) โดยเขียนแทนได้วา่ x y^  ก็ตอ่เม่ือ 

, 0x y =  (1.1) 


