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CALCULUS CONCEPT MAPS 
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คํานาํ 

  การเรียนแคลคูลสักบัการเล่นกีฬามีลกัษณะคลา้ยกนั โดยเฉพาะอยา่งยิง่กีฬากอลฟ์  “ไทเกอร์ วูดส์” 
นกักอลฟ์สายเลือดลูกคร่ึง ไทย-อเมริกนั ดงัระเบิดไปทัว่โลก ดว้ยประวติัการเรียนและกีฬากอลฟ์อนัเยีย่มยอด 
เป็นแชมป์กอลฟ์เยาวชนของสหรัฐหลายสมยั หลงัการกา้วเขา้สู่กอลฟ์อาชีพเพยีงเวลาไม่ก่ีเดือน กส็ามารถควา้
แชมป์กอลฟ์รายการใหญ่ไดห้ลายรายการ ดว้ยวยัเพียง 21 ปี  ดา้นการเรียน  มีผลการเรียนดีเยีย่มสามารถเขา้
เรียนในมหาวทิยาลยั ซ่ึงเป็นมหาวิทยาลยัทอ็ปเทนของสหรัฐ  ผูเ้ขียนอยากนาํทั้งสองส่ิงมาหล่อหลอมเขา้
ดว้ยกนั เพื่อใหนิ้สิต  นกัศึกษา  และผูส้นใจในวิชาแคลคูลสัไดม้องภาพในอนาคตไดเ้ห็นชดัเจนยิง่ข้ึน  โดยนาํ
กีฬากอลฟ์มาอธิบายเปรียบเทียบ     หนงัสือเล่มน้ีไดต้ั้งช่ือวา่    “ สนามฝึกซ้อมวชิาแคลคูลสั ” (Driving 
Range of Calculus) เช่นเดียวกบักีฬากอลฟ์ซ่ึงมี สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving Range of Golf) ก่อนท่ีจะ
เขา้สนามฝึกซอ้มคงตอ้งศึกษานิยามทฤษฎี และคุณสมบติัต่างๆ จากหอ้งเรียนจนเขา้ใจดีพอ แลว้จึงนาํหนงัสือ
เล่มน้ีมาฝึกฝนใหเ้กิดความเขา้ใจใหดี้ยิง่ข้ึน 
  หนงัสือเล่มน้ีไดใ้ชเ้ทคโนโลยสีมยัใหม่ มาช่วยทาํใหรู้ปแบบของหนงัสือดีมีคุณค่ายิง่ข้ึน โดยใช ้

โปรแกรม  Mathcad   Maple และ  Mathematica  ซ่ึงทาํใหผู้อ่้านหนงัสือเล่มน้ี   สามารถมองเห็นโจทย์
ปัญหานั้นๆ ไดเ้ป็นรูปธรรมมากข้ึน 
  แคลคูลสัเป็นวชิาท่ีสาํคญัวิชาหน่ึงของสาขาคณิตศาสตร์ และเป็นพื้นฐานท่ีสาํคญัในการพฒันา
นาํไปใชป้ระยกุตใ์นสาขาวิชาต่างๆ ของนกัวิทยาศาสตร์และวิศวกร ก่อนท่ีจะนาํไปประยกุต ์ ใชไ้ดดี้ นิสิต 
นกัศึกษา จาํเป็นตอ้งศึกษาวิชาพื้นฐานใหเ้ขา้ใจถ่องแทก่้อน  จากประสบการณ์ดา้นการสอนวชิาคณิตศาสตร์
วิศวกรรมมามากกวา่ 40 ปี ในมหาวทิยาลยัเทคโนโลยพีระจอมเกล้าพระนครเหนือแห่งน้ี   และเป็นอาจารย์
พิเศษสอนวิชาคณิตศาสตร์ในมหาวิทยาลยัของรัฐอีกหลายแห่ง จึงไดร้วบรวมเขียนออกมาเป็นแผนทีว่ชิา

แคลคูลสัพืน้ฐาน (Calculus Concept Maps) ตามท่ีผูเ้ขียนไดแ้นบใหใ้นดา้นหลงัของปกหลงัของหนงัสือ
เล่มน้ีและยงัมอบตารางรวมสูตรอนุพนัธ์และอินทิกรัลจาํนวน 147 สูตรอีกหน่ึงแผน่ภาพส่ีสี ขนาดA3 ให้
ผูอ่้าน  ผูเ้ขียนไดแ้บ่งเน้ือหาออกเป็น e-Book:Series 1-8 โดยแต่ละ Series จะมีเน้ือหาความสมัพนัธ์กนั
เก่ียวขอ้งกนัอยูต่ลอดเวลาดงันั้นการศึกษาวิชาแคลคูลสัจาํเป็นตอ้งมีพื้นฐานของคณิตศาสตร์ e-Book:Series 

ตน้ๆ อยูต่ลอดเวลา  
  ทางดา้นกีฬากอล์ฟนั้นผูเ้ขียนไดมี้โอกาสรับการฝึกอบรมจากคุณครูกอลฟ์ Bell Penny 
(Head Professional-Class A C.P.G.A.) จากโรงเรียนการศึกษากอลฟ์ไทย ซ่ึงเป็นโรงเรียนกอลฟ์แห่งแรก
ของประเทศไทย เม่ือปี 1994 ทาํใหผู้เ้ขียนไดเ้กิดแนวคิดท่ีจะนาํทั้งสองเร่ืองน้ี คือ แคลคูลสัและกอลฟ์มา 



ผนวกเขา้ดว้ยกนั ซ่ึงมีหลายๆ ส่ิงสามารถนาํมาเปรียบเทียบใหนิ้สิต นกัศึกษา ไดม้องเห็นภาพการศึกษา
แคลคูลสัไดดี้ยิง่ข้ึนในกีฬากอลฟ์นั้นเราแบ่งไฟทอ์อกเป็น 3 ไฟท ์ เรียงลาํดบัตามความสามารถไดด้งัน้ี คือ 
ไฟท ์C มือใหม่ (Beginner) , ไฟท ์B มือสมัครเล่น (Amateur) , ไฟท ์A มืออาชีพ (Professional)  
              การเล่นกอลฟ์นั้น ในการออกรอบ 1 รอบ หรือตีจนครบ 18 หลุมนั้น ตอ้งใชค้วาม 
อดทน ความพยายาม มีจิตใจท่ีมุ่งมัน่ การเล่นกอลฟ์จะตอ้งแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ตลอดเวลาและรูปแบบของ
ปัญหานั้นเปล่ียนแปลงอยูเ่สมอผูเ้ล่นตอ้งคิดแกปั้ญหาดว้ยตวัเองบนพื้นฐานของประสบการณ์ท่ีมีอยู ่ เม่ือถึงจุด
หน่ึงผูเ้ล่นท่ีมีพื้นฐานและการฝึกซอ้มดีพอ ผูเ้ล่นจะสามารถแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ไดเ้สมอ โดยท่ีผูเ้ล่นจะตอ้ง
นาํปัจจยัหลายๆ อยา่งมาช่วยในการคิดแกปั้ญหา 
  ในวิชาแคลคูลสักเ็ช่นเดียวกนั เป็นวิชาท่ีตอ้งใชค้ณิตศาสตร์หลายๆ ดา้นมาประกอบกนั เพื่อช่วยใน
การคิดแกปั้ญหา ผูเ้ขียนจึงไดเ้ขียนปูพื้นตั้งแต่เร่ิมตน้ ตั้งแต่ระดบัมธัยมศึกษาตอนปลายแต่เจาะลึกลงไปในแต่
ละเร่ืองมากกวา่เดิม  นกัศึกษาท่ีพื้นฐานยงัไม่ดีพอจึงเปรียบเสมือนนกักอลฟ์มือใหม่ ตอ้งฝึกทาํโจทยต์ั้งแต่ตน้
ในเร่ืองพื้นฐานจนเกิดความเขา้ใจก่อน จึงจะเร่ิมศึกษาในเน้ือหาของวิชาแคลคูลสัได ้ เม่ือผูเ้รียนฝึกซอ้มจน
เขา้ใจแลว้จึงจะถือไดว้า่อยูใ่นระดบัมือสมัครเล่น และนกัศึกษาจะตอ้งทาํการฝึกฝนต่อไปอีกจนเกิดความ
เขา้ใจ จึงจะถือวา่นกัศึกษาจดัอยูใ่นขั้นระดบัมืออาชีพ จึงจะสามารถศึกษาในขั้นประยกุตไ์ด ้  ในตาํราชุดน้ี
เปรียบเสมือนสนามฝึกซอ้ม มีโจทยต์วัอยา่งมากมายเพียงพอท่ีจะทาํใหน้กัศึกษาพฒันาตนเองอยูใ่นขั้นมือ
อาชีพไดอ้ยา่งสบาย  
         หนังสอืคณิตศาสตร์วิศวกรรม Series 7 ก่อนที่จัดทาํเป็น e-book:Series 7 ได้ปรับปรุงมาแล้ว2
คร้ัง โดยทาํการปรับปรุงจากหนังสือคณิตศาสตร์วิศวกรรม Series 7 จะเน้นในเร่ือง เรขาคณิตวิเคราะห์
และการเขียนกราฟ 2มิติ , 3มิติ โดยปรับปรุง จากการจัดพิมพ์คร้ังแรกในปี 2544 มีการเพ่ิมเน้ือหาและ
รูปกราฟของฟังก์ชันอีกมากมายรวมทั้งรูปเล่ม  เพ่ือให้ดูชัดเจน และสวยงาม นอกจากน้ีผู้เขียนได้เพ่ิม
ตัวอย่างพร้อมแสดงวิธทีาํโดยละเอยีดที่น่าสนใจจากเดิม รวมตัวอย่างโจทย์เป็น 342 ตัวอย่าง และเพ่ิมโจทย์
ปัญหาพร้อมคาํเฉลย เป็น 1,098 ข้อ  วาดกราฟของฟังกชั์นโดยใช้โปรแกรม Maple  และ Mathcadทั้งหมด 
505 รูป เพ่ือให้นักศึกษาและผู้อ่านได้เห็นเป็นรูปธรรมดีย่ิงขึ้ น และเกิดความเข้าใจลึกซ้ึง โดยดูจากกราฟ
ของฟังกชั์นจริง โดยเฉพาะอย่างย่ิง ผู้เขียนยังได้เพ่ิมโจทย์ปัญหาและแบบฝึกหัดทาํให้จาํนวนหน้าเพ่ิมขึ้นอกี
มากจากเดิมเป็น 500 หน้า   นกัศึกษาและผูอ่้านจะไดฝึ้กทบทวนเน้ือหาและทดลองทาํแบบฝึกหดัในลกัษณะ
ต่างๆทาํใหเ้กิดความรู้ความเขา้ใจในทฤษฎีใหถ่้องแท ้ อนัจะเป็นพื้นฐานท่ีสาํคญัต่อการเรียนการสอน และการ
ทาํงานไดอ้ย่างมีประสิทธิภาพในอนาคต ถา้จะให้หนังสือ e-book:Series 7 เล่มน้ีเปรียบเทียบกบักีฬา
กอลฟ์ผูเ้ขียนตั้งใจจะใหเ้ป็นเช่นเดียวกบั สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving Range) ถา้ใครเขา้สนามฝึกซอ้มมาก
กจ็ะทาํใหพ้ฒันาดียิง่ข้ึน แลว้จะส่งผลใหนิ้สิต-นกัศึกษา ขอ้สอบกลางภาค (Midterm) และสอบปลายภาค  



    1 

(Final) ดว้ยความมั�นใจ เช่นเดียวกบันกักอลฟ์ที�มีความพร้อม และมีความเชื�อมั�นที�ลงสนามแข่งขนั 

ผูเ้ขียนขอกราบขอบคุณ คุณครู-อาจารย ์ทุกท่าน ตั'งแต่ประถมจนถึงมหาวิทยาลัยที�ได้ประสิทธิ
ประสาทวิชาให้ ขอกราบขอบคุณทุกท่านที�ไดใ้ห้การสนบัสนุนหนงัสือตั'งแต่ e-book:Series 1 ถึง e-book

:Series 8 ขอขอบคุณเพื�อนร่วมงานทุกคนที�ไดค้อยให้กาํลงัใจและให้คาํแนะนาํดว้ยดีมาตลอด ขอขอบคุณ 
คุณ คุณวีณา เนตรสวา่ง และ คุณฉัตรสุมาลย ์  ลาภเวธี  ที�ทุ่มเทช่วยพิมพต์น้ฉบบั Series 7 ครั' งแรกให้เป็น
อย่างดีและขอบคุณนักศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์หลายรุ่นที�ได้ช่วยตรวจตน้ฉบบัให้เป็นอย่างดี และที�
สาํคญัที�สุดขอขอบคุณและขอบใจ  ภรรยา และลูกๆ ของผูเ้ขียนทั'งสอง :   คุณยพุิน   แววเจริญ   ลูกแพรวและ
ลูกเพชร    คุณวงษ์เดือน   บ่ายเที�ยง  ลูกตั'มและลูกตี'   ที�ได้ให้กําลังใจในการเขียนมาตลอดและเป็นผูอ้ยู่
เบื'องหลงัของความสาํเร็จในการจดัทาํ นี'     
         หนงัสือ e-book:Series 7 เรขาคณิตวิเคราะหแ์ละการเขียนกราฟ 2มิติ , 3มิติ เล่มนี' จะไม่สามารถ
เกิดขึ'นได้   ถา้ไม่มี  ผูบ้ริหารของ มจพ. หลายท่าน โดยเฉพาะ  รศ.ดร.ฐิตนนท์  จารุโรจน์กีรติ คณบดีคณะ
วทิยาศาสตร์ประยุกต ์ รศ.ดร.เสนอ คุณประเสริฐ หวัหนา้ภาควชิาคณิตศาสตร์  และเพื�อนร่วมงานในภาควิชา
คณิตศาสตร์และนักศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์ทั' งในอดีตและปัจจุบัน ดังเช่น  คุณ นพดล สวนดอน 
(MA17)  และ คุณ บุปผา จิตรโสม (MA20)   ที�ทุ่มเทเวลาช่วยพิมพ์ตน้ฉบบัให้เป็นอย่างดียิ�ง  ท้ายสุดนี' ขอ
ขอบใจ นาย ทินพัฒน์  แววเจริญ ( AS 23) ของ  มจพ. (KMUTNB) ที�ช่วยพิมพ์ตน้ฉบบัให้มากกว่าครึ� งเล่ม
พร้อมทั'งออกแบบปกหนงัสือ และ Artwork ของ e-book:Series 7 เล่มนี'ทั'งหมด 

 ผูเ้ขียนหวงัวา่หนงัสือประกอบการเรียนเล่มนี'  คงจะเป็นประโยชน์ต่อนิสิต นกัศึกษา ใน
สถาบนัอุดมศึกษาต่างๆ บา้งตามสมควร หากพบขอ้บกพร่องที�ควรแกไ้ขในหนงัสือเล่มนี'  กรุณาเสนอแนะให้
ผูเ้ขียนทราบดว้ย จกัเป็นพระคุณยิ�ง  ขอใหแ้ฟนพนัธ์แทแ้ละผูส้นใจคอยติดตาม e-book:Series 7 ตอ่ไป 

คุณความดีและคุณประโยชน์ทั%งหลายทั%งปวง ขอมอบให้บิดา – มารดา ครู-อาจารย์ ของผู้เขียนทั%งสอง 

รศ. ศรีบุตร  แววเจริญ รศ. ดร. ชนศักดิ.  บ่ายเที0ยง 



คํานยิม 

ท่านผู้อ่านหนังสอืเล่มน้ีทุกท่าน   ผมได้ติดตามวิธคีิดและการทาํหนังสอื Series  1-8 ของอาจารย์
ทั้งสองท่าน คือ รศ. ศรีบุตร แววเจริญ และ รศ. ดร. ชนศักดิ์ บ่ายเที่ยง มาโดยตลอด  ซ่ึงได้จัดทาํหนังสือ
คณิตศาสตร์ SERIES ออกมาแล้ว  8  เล่มรวมทั้งปรับปรุงหนังสือคณิตศาสตร์ Series 1-8 มาโดยตลอด
หนังสือคณิตศาสตร์ เล่มน้ีเป็นการปรับปรุงหนังสือ Series 7 ให้อยู่ในรูปแบบ e-book Series 7
เรขาคณิตวิเคราะห์และการเขียนกราฟ 2มิติ , 3มิติ มีการนําเอาโปรแกรมสาํเร็จรูปทางคณิตศาสตร์ 
Maple   มาช่วยวาดกราฟและคาํนวณคาํตอบของปัญหาสมการเชิงอนุพันธใ์ห้นักศึกษาได้ตรวจคาํตอบอกี
ด้วย  ทาํให้การเรียนวิชาคณิตศาสตร์สามารถทาํความเข้าใจได้ง่ายขึ้น  ผมเองตอนที่เป็นนักเรียน/นักศึกษา
เวลาทาํการบ้านคณิตศาสตร์ต้องหาให้ได้คาํตอบและต้องถูกต้องแต่ม่ันใจว่าคาํตอบที่ถูกต้องน้ันในสมัยก่อน  
ต้องตรวจสอบที่ท้ายเล่มเท่าน้ัน   

ในปัจจุบันวิวัฒนาการทางคอมพิวเตอร์มีมากขึ้น ท่านอาจารย์ทั้งสองท่านกมิ็ยอมให้การเรียนรู้ ด้าน
คณิตศาสตร์เป็นแบบเดิมหรือยํ่าอยู่กบัที่ ได้พัฒนาการเรียนรู้ โดยการนาํโปรแกรมสาํเรจ็รูปทางคณิตศาสตร์
มาช่วยในการแสดงวิธีทาํและหาคาํตอบ และได้สอดแทรกการแก้ปัญหาโดยโปรแกรมสาํเรจ็รูปในหนังสือ
เล่มน้ีด้วย  

ผมเองได้เห็น ความบากบั่น ความพยายามของอาจารย์ทั้งสองท่าน ที่พยายามช่วยให้การเรียน
คณิตศาสตร์เป็นเร่ืองที่ไม่ยุ่งยากอีกต่อไป  และในฐานะของผู้บริหารคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ต้อง
ขอขอบคุณและ อยากให้มีหนังสอืแบบน้ีมากขึ้นในหลายสาขาวิชาของคณะเพ่ือให้การเรียนในวิชาของคณะ
วิทยาศาสตร์ประยุกต์สามารถทาํให้นักศึกษาหรือผู้อ่านได้เข้าใจในเน้ือหาของวิชาน้ันอย่างดี 

ขอบคุณครับ 

รองศาสตราจารย์  ดร. ฐิตนนท ์  จารโุรจน์กรีติ 
คณบดีคณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ 

แถมฟรี  
e-book:Series 7  เล่มนี้  ผูเ้ขียนไดม้อบแผ่นผบัขนาด A3 รูป4สีสวยงามจํานวน
3  แผ่นทีจ่ะเป็นประโยชนก์บันกัศึกษาวิชา CALCULAS and ANALYTIC

  GEOMETRY  เป็นอย่างดี 

1. CALCULUS   CONCEPT   MAPS

2. FORMULA  TABLES   OF   DERIVATIVES   AND   INTEGRALS

3. SOME   COMPUTER-GENERATED    SURFACES   IN  3-SPACE



คํานยิม 

ท่านผู้อ่านหนังสือ e-book:Series 7 เรขาคณิตวิเคราะห์และการเขียนกราฟ 2มิติ , 3มิติ 
เล่มน้ีทุกท่าน  ผมเป็นคนหน่ึงที่ใกล้ชิดและเห็นการทํางาน  แนวการคิดและการทําหนังสือของรอง
ศาสตราจารย์ ศรีบุตร แววเจริญ และ รองศาสตราจารย์ ดร.ชนศักดิ์ บ่ายเที่ยง  มาโดยตลอด ท่านทั้งสองได้
เขียนหนังสือคณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ (e-book:Series 1- 8) ออกมาแล้ว 8 เล่มอย่าง
ต่อเน่ืองและมีการปรับปรุงเน้ือหาใหม่ในหนังสือคณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ทั้ง 8 เล่ม โดยมี
การเพ่ิมเติมรูปภาพประกอบโจทย์ปัญหาให้เหน็เป็นรูปธรรมและนาํเอาโปรแกรมสาํเรจ็รูปทางคณิตศาสตร์ 
Maple และ Mathcad  มาช่วยในการเรียนการสอนวิชาคณิตศาสตร์เพ่ือให้ผู้อ่านหนังสือเล่มน้ีได้เห็น
ปัญหาโจทย์เป็นรปูธรรมย่ิงขึ้น  

ผมเห็นความมุ่งม่ัน และความตั้งใจของอาจารย์ทั้งสองท่าน คือ ความสาํเร็จที่ยังใหม่ที่จะช่วย
ประเทศไทยแก้ปัญหาการขาดแคลนหนังสือคณิตศาสตร์ที่ทันสมัยเหมือนต่างประเทศ  จากจุดเร่ิมต้น
ดังกล่าว ท่านตั้งใจจะทาํหนังสือเพ่ือลูกศิษย์ นิสิต นักศึกษาและผู้สนใจในวิชาแคลคูลัสและเรขาคณิต
วิเคราะห์ ทําให้หนังสือไม่เพียงใช้เรียนในช้ันเรียนแต่กลับใช้เรียนเสมือนศึกษาบนเว็บที่ มีรูปภาพ  
คาํอธิบายและโปรแกรมครบทุกส่วน  ทาํให้ผู้เรียนขยายวงกว้างจากนักเรียนในช้ันเรียน  สู่นักเรียนนอกช้ัน
เรียนหลายสาขาอาชีพ ตอบสนองต่อยุทธศาสตร์       การพัฒนาประเทศด้านการพัฒนาทรัพยากรมนุษย์   
เกดิการเรียนรู้ที่สนับสนุนต่อสงัคม การมีการเรียนรู้อย่างต่อเน่ืองตลอดชีวิต  และนิสติ นักศึกษาจะได้ก้าว
เข้าสู่สงัคมอาเซียนได้เป็นอย่างดี 

นับเป็นภาระกิจของภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ ที่ต้องผลิตหนังสือและตาํรา
วิชาการเป็นบริการความรู้แก่สังคม ตามปรัชญาของมหาวิทยาลัยที่ว่า “พัฒนาคน พัฒนาวิทยาศาสตร์และ
เทคโนโลยี”  และในฐานะของผู้บริหารภาควิชาคณิตศาสตร์ ต้องขอขอบคุณอาจารย์ทั้งสองท่านที่ปรับปรุง
หนังสอืคณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ เร่ือง  เรขาคณิตวิเคราะหแ์ละการเขียนกราฟ 2มิติ , 3มิติ  
e-book:Series 7 เล่มน้ี กนั็บเป็นบริการด้านสติปัญญาอีกเล่มหน่ึงที่ภาควิชาคณิตศาสตร์ภูมิใจมอบ
ให้แก่สงัคม และประเทศไทย

ขอบคุณครับ 

รองศาสตราจารย์ ดร.เสนอ  คุณประเสริฐ
หัวหน้าภาควิชาคณณติศาสตร์ 



สารบญั  e-book:Series 7 
ส่วนที ่1  เรขาคณิตวิเคราะหเ์ชิงระนาบ 

 ( PLANAR  ANALYTIC  GEOMETRY ) 

บทที ่1   แนวความคิดเบื้ องตน้
             (Fundamental Concepts)

1.1 พกิดัฉาก ( Rectangular Coordinate ) 1-43

1.2 ระยะระหว่างจุดสองจุด ( Distance between Two Points) 
1.3 สูตรหาจุดแบ่งส่วนของเสน้ตรง 

( Division Point of a Line Segment ) 
1.4 ความเอียงและความชนัของเสน้ตรง เสน้ขนานและเสน้ปกติ 

 ( Inclination, Slope, Parallel and Perpendicular ) 
1.5      มุมระหว่างเสน้ตรงสองเสน้ ( Angle between Two Lines ) 

 บทที ่2   เส้นตรงและวงกลม 
                 ( The Straight Line and  

           The   Circle ) 
  2.1 
 2.2 

สมการของเสน้ตรง  ( Equations of a Straight Line ) 44-100

การเปลีย่นรูปของสมการเสน้ตรงใหเ้ป็นสมการเสน้ตรงแบบปกติ 
( Line in General Form Reduced to Normal Form ) 

2.3 ระยะทางจากจุดไปยงัเสน้ตรง 
( Distance from a Line to a Point ) 



2.4 

2.5 

 2.6 
2.7 

 2.8 

ระยะทางระหว่างเสน้คู่ขนาน
( Distance Between Parallel Lines ) 
 สมการของเสน้แบ่งครึง่มุมระหว่างเสน้ตรงสองเสน้ 
 ( Equations of Angle Bisectors ) 

พื้ นทีข่องสามเหลีย่ม ( Area of a Triangle )

ชดุของเสน้ตรง ( Families of Lines ) 
วงกลม ( Circles ) 

บทที ่3 ภาคตดักรวย 
( Conic Sections ) 

3.1 
3.2 
3.3 

พาราโบลา (Parabola)  
วงรี (Ellipse) 

ไฮเพอรโ์บลา (Hyperbola) 

101-153

บทที ่4 
     การทาํให้ง่ายลงของสมการ   

((  ( Simplification of Equations ) 



4.1 

4.2 
4.3 

4.4 

การทําใหง่้ายลงโดยการเลือ่นแกนพกิดั 
( Simplification by Translation of Axes )
การหมุนแกนพกิดั ( Rotation of Axes )

การทําใหง่้ายลงโดยการเลือ่นและหมุนแกนพกิดั 
( Simplification by Translations and Rotations ) 
สมการทัว่ไปของระดบัขั้นทีส่อง 
( General Equation of the Second Degree ) 

154-195

บทที ่ 5   
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 บทที� �  แนวความคดิเบื�องต้น 

 บทที� 1 
 แนวความคิดเบื, องตน้ 
 (Fundamental Concepts) 

     การที	จะหาที	ตั�งของจุดในระนาบ จาํเป็นต้องใช้แกนพิกัดเป็นหลักในการหาจุดที	ตั�ง 
ในปัจจุบันนี� นิยมใชแกนพิกัด 2 ระนาบ คือ ระบบพิกัดฉาก และพิกัดเชิงขั�ว สาํหรับ
ระบบพิกดัเชิงขั�วจะได้กล่าวในบทที	 5 ต่อไป ในที	นี� กล่าวถึงระบบพิกดัฉาก 

1.	 ระบบพิกดัฉาก (Rectangular Coordinate System)
     ระบบพิกัดฉาก ประกอบด้วยเส้นตรง 2 เส้น ลากเส้นตั�งฉากซึ	งกันและกันซึ	งเส้นตรง 
2 เส้นนั�นเราเรียกว่า แกนพิกดั (Coordinate Axes) แกนในแนวนอน (Abscissa Axes) 
เรียกว่า แกน X แกนในแนวตั�ง (Ordinate Axes) เรียกว่า แกน Y ระนาบที	มีแกนพิกัด
ทั�งสองอยู่เรียกว่า ระนาบพกิดั (Coordinate Plane) 
แกนพิกดัตัดกนัที	จุด 0 ซึ	งจุด 0 นี� เรียกว่า จุดกําเนดิ (Origin Point) 
จุดบนแกน X  ทางด้านขวาของจุดกาํเนิด แทนด้วยจาํนวนจริงบวก 

       ทางด้านซ้ายของจุดกาํเนิด แทนด้วยจาํนวนจริงลบ 
จุดบนแกน Y  ทางด้านบนของจุดกาํเนิด แทนด้วยจาํนวนจริงบวก 

       ทางด้านล่างของจุดกาํเนิด แทนด้วยจาํนวนจริงลบ 
แกนพิกดัจะแบ่งระนาบ xy ออกเป็น 4 ส่วน เรียกว่า จตุภาค (Quadrants) คือ 
จตุภาคที	 1, จตุภาคที	 2,จตุภาคที	 3,และจตุภาคที	 4, ดังแสดงในรูป 1.1 

 รูป 1.1  รูป 1.N 
ถ้า P(a, b) เป็นจุดใดๆ บนระนาบ  xy ซึ	งจุดนี� เกดิจากการลากเส้นตรงตั�ง 

ฉากกบัแกน X ที	 a และลากเส้นตรงตั�งฉากกบัแกน Y ที	 b มาตัดกนั ค่า a เรียกว่า 
พกิดั x ของจุด P และ ค่า b เรียกว่า พิกดั y ของจุด P   ดังแสดงในรูป 1.2 

y

( , )P x y

x

y
จตุภาคที� 1 จตุภาคที� 2 
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 บทที� �  แนวความคดิเบื�องต้น 
ขอ้สงัเกตุ 

 ถ้าจุด P(a, b) อยู่ในจตุภาค 1 จะได้  a > 0 , b > 0  
 ถ้าจุด P(a, b) อยู่ในจตุภาค 2 จะได้  a < 0 , b > 0  
 ถ้าจุด P(a, b) อยู่ในจตุภาค 3 จะได้  a < 0 , b < 0  
 ถ้าจุด P(a, b) อยู่ในจตุภาค 4 จะได้  a > 0 , b < 0  

 ตวัอย่าง 1.1 จงลงจุด P(-4, 3)  บนระนาบพิกดัฉาก 
วิธีทาํ  ใช้กระดาษกราฟซึ	งมีเส้นไข่ปลาตัดขวางตัดตั�งฉากกันลากเส้นแกน x และแกน y 
ตั�งฉากซึ	งกันละกัน หน่อยของระยะทางบนแกน x ไม่จาํเป็นต้องเท่ากันกับแกน y ดังรูป 
1.3 แล้วลงจุด P โดยพิกัด x ของ P เท่ากับ -4 หมายความว่าจุด P อยู่ห่างจากแกน y 
ไปซ้ายเป็นระยะ 4 หน่วย และพิกัด y ของ P เท่ากับ 3 หมายความว่าจุด P อยู่ห่างจาก
แกน x ขึ� นไปข้างบนเป็นระยะ 3 หน่วย ดังนั�นเราลงจุด P โดยลากจากจุดกาํเนิดไป
ทางซ้ายตามแกน x เป็นระยะ 4 หน่วย แล้วลากขึ�นไป ข้างบนขนานกบัแกน  y เป็นระยะ 
3 หน่วย จุด P อยู่ในจตุภาคที	 2 ดูรูป 1.3  

รูป 1.3 
ตวัอย่าง 1.2       จงลงจุดที	กาํหนดให้ต่อไปนี�บนระนาบพิกดัฉาก P(3, 1) , Q( 2, 2), R( 1, 4)    

และ S(1, -1)  
วิธีทํา ใช้กระดาษกราฟซึ	งมีเส้นไข่ปลาตัดขวางตัดตั�งฉากกนั ลากเส้นแกน x และแกน y 
ตั�งฉากซึ	งกนัและกนัหน่วยของระยะทางบนแกน x ไม่จาํเป็นต้องเทา่กนักบัแกน y  
ดังรูป 1.4 แล้วลงจุดทั�ง 4 โดยจาํไว้เสมอว่าต้องลงพิกดั x  ก่อน แล้วลงพิกดั y ต่อเสมอ 
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 บทที� �  แนวความคดิเบื�องต้น 
ดังนั�น จุด P ลงจุด 3 หน่วยทางขวาของแกน y และ 1 หน่วยเหนือแกน x , 

จุด P ลงจุด 2 หน่วยทางซ้ายของแกน y และ 2 หน่วย ด้านล่างของแกน x , จุด R ลงจุด 
1 หน่วยทางซ้ายของแกน y และ 4 หน่วย เหนือแกน x, จุด S ลงจุด 1 หน่วยทางขวา
ของแกน y และ 1 หน่วย ด้านล่างของแกน x ดังแสดงในรูป 1.4 

 รูป 1.4  รูป 1.5 

ตวัอย่าง 1.3  จงลงจุดที	กาํหนดให้ต่อไปนี�  ลงบนระนาบ xy 
A(3, 4)  ,  B(-4, 2) ,  C(-5, 5) ,  D(2, -4) ,  E(0, 1) ,  F(0, -3)

วิธีทํา  ใช้กระดาษกราฟที	มีเส้นไข่ปลาตัดขวางตัดกัน ลากเส้นแกน x และแกน y ตั�งฉาก
ซึ	งกันและกัน ดังรูป 1.5 แล้วลงจุดทั�ง 6 จุด โดยจําไว้ว่า ต้องลงพิกัด x ก่อนพิกัด y 
เสมอ ดังนั�น ถ้าต้องการลงจุด A(3, 4) เราเคลื	อน 3 หน่วย ไปทางขวาจากจุดกาํเนิดตาม
แกน x และ 4 หน่วย ขึ�นไปด้านบนขนานกบัแกน y 

 ดังนั�น เราจะได้จุด A(3, 4) อยู่ในจตุภาค 1 ทาํนองเดียวกัน จุด B(-4, 2)  เรา
เคลื	อน 4 หน่วยไปทางซ้ายจากจุดกาํเนิดตามแกน x และ 2 หน่วย ขึ�นไปด้านบนขนาน
กบัแกน y ได้จุด B อยู่ในจตุภาค 2 ตามต้องการ ดูรูป 1.5 

 จุด C(-5, 5)  เราเคลื	อน 5 หน่วยไปทางซ้ายจากจุดกาํเนิดตามแกน x และ 5 หน่วย 
ลงด้านล่างขนานกบัแกน y ได้จุด C อยู่ในจตุภาค 3 ตามต้องการ ดูรูป 1.5 

 จุด D(2, -4)  เราเคลื	อน 2 หน่วยไปทางขวาจากจุดกาํเนิดตามแกน x และ 4 หน่วย 
ลงด้านล่างขนานกบัแกน y ได้จุด D อยู่ในจตุภาค 4 ตามต้องการ 

 จุด E(0, 1)  เราเคลื	อน 1 จากจุดกาํเนิดขึ�นไปเหนือแกน x ตามแกน y จะได้จุด E 
อยู่บนแกน y ตามต้องการ ดูรูป 1.5 

 จุด F(0, -3)  เราเคลื	อน 3 จากจุดกาํเนิดลลลงด้านล่างของแกน x ตามแกน y จะ
ได้จุด F อยู่บนแกน y ตามต้องการ ดูรูป 1.5 


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 บทที� �  แนวความคดิเบื�องต้น 

1.2    ระยะทางระหว่างจุดสองจุด ( Distance Between Two Points )

 ระยะทางที	วัดขนานกบัแกน X หรือแกน Y 

จากรูป  1.6 ระยะ 2 1 2 1AB = x x ; x x 

จากรูป 1.6  ระยะ 2 1 2 1CD = y y ; y y 

 รูป 1.6 

 ระยะทางระหว่าง 2 จุดใดๆ บนระนาบ xy 

ทฤษฎี 1.1  ให้จุด 1 1 1P (x , y )  และ 2 2 2P (x , y )  เป็นจุด 2 จุดใดๆ บนระนาบ xy และ d 

แทนระยะทางระหว่างจุด 1P  กบั จุด 2P  จะได้ 

   2 2

2 1 2 1d = x x y y    ….. (1.1) 

พสูิจน ์ ให้จุด 1 1 1P (x , y )  และ 2 2 2P (x , y )  เป็นจุดบนระนาบ xy   ลากส่วนของเส้นตรง
จากจุด 1P  ขนานกับแกน x   และส่วนของเส้นตรงขนานกับแกน y ดังรูป (1.7) ทั�งสอง
เส้นตัดกนัที	จุด R ซึ	งมีพิกดั x เป็น 2x  และพิกดั y เป็น 1y  ดังนั�น 

 ร ะยะ  1 1 2 1
P R = P x xR    แ ละ ร ะยะ 2 2 2 1

RP  = R P y y   เพ ร า ะ ว่ า
สามเหลี	ยม 1 2P P R  เป็นสามเหลี	ยมมุมฉาก จากทฤษฎี พิทาโกรัส จะได้ 

   2 2 2

1 2 2 1 2 1P  = x x y yP   

เมื	อ d แทนระยะทางระหว่างจุด 1P  และ 2P  เราจะได้สตูร 

   2 2

2 1 2 1d = x x y y  


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ตัวอย่าง 1.4  จงหาระยะทางระหว่างจุด A(1, 0)  กบั B(5, 0) , จุด C( 2, 4)  กบั D(6, 4)  
จุด E( 3, 4)   กบั F( 3, 1)  และจุด G(3, 5)  กบั H(3, 2)  ดังรูป 1.8 

วิธีทํา  จากสตูร 1.1  2

2 1d = x x  จะได้ 

    22
AB = 5 1 = 4 , CD = 6 2 8   

 จากสตูร 1.2  2

2 1d = y y  จะได้ 

     2 2

EF = 1 4 = 5 , GH = 2 5 3      

 รูป 1.7  รูป 1.8 

ตัวอย่าง 1.5  จงหาระยะทางระหว่างจุด A(3, 8)  กบั B( 6, 4) และจุด C(4, 4)  กบั D(8, 7)

วิธทีาํ   จากสตูร 1.1 จะได้ 

       2 2 2 2

AB 2 1 2 1d  = x x y y = 3 6 8 4      

= 81 144 = 255 15 

และ    2 2

ABd  = 8 4 7 4 = 16 9 25    

= 5  ดังรูป 1.9 

ตัวอย่าง 1.6  จงหาความยาวของด้านของสามเหลี	ยม ABC ดังรูป 1.10 ซึ	งมีพิกดั A( 2, 3),   
B(6, 1)  และ C( 2, 5)

วิธทีาํ   จากสตูรระยะทางระหว่างจุดสองจุด  จะได้ 
 ACd = 5 3 5 3 8    

   2 2

ABd  = 6 2 1 3 = 80 4 5   

   2 2

BCd  = 6 2 1 5 = 80 4 5   

 เนื	 องจากความยาวของด้าน AB เท่ากับด้าน BC ดังนั�น สามเหลี	ยม ABC เป็น
สามเหลี	ยมหน้าจั	ว 
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 รูป 1.9  รูป 1.10 

ตวัอย่าง 1.7  จุดยอดสองจุดสามเหลี	 ยมด้านเท่าเป็น (0, 0)  และ (0, 4)  จุดยอดที	สามของ
สามเหลี	ยมมีพิกดัเทา่ไร 

วิธีทํา เพราะว่าจุด (0, 0)  และ (0, 4)  อยู่บนแกน y จะได้ระยะระหว่างจุดที	งสอง = 4 
หน่วย ดังนั�นด้านของสามเหลี	ยมนี� ยาวด้านละ 4 หน่วย เพราะว่าจุดกึ	งกลางของจุด 
(0, 0)  และจุด (0, 4)  คือ  (0, 2)  

 ให้จุดยอดที	สามของรูปสามเหลี	ยมนี�  คือ (x, 2)  
เนื	องจากสามเหลี	ยมนี� เป็ฯสามเหลี	ยมด้านเทา่  จะได้ 
ระยะระหว่างจุด  (x, 2)  กบัจุด (0, 0) = 4

2
x 4 = 4

2
x 4 = 16

2x = 16 x = 2 3 

 ดังนั�น  จุดยอดที	สามของสามเหลี	ยมนี�  คือ ( 2 3,2)  หรือ (2 3,2)  
 ดังรูป 1.11 

ตวัอย่าง 1.8  รูปสามเหลี	ยม PQR มีมุม PQR เป็นมุมฉาก และด้านตรงข้ามมุมฉากยาว 10 หน่วย 
ถ้าพิกดัของจุด P และ Q ( 4, 3)  และ ( 1, 2)  ตามลาํดับจงหาพิกดัของจุด R 
วิธีทํา    เพราะว่าความยาวของด้าน  PR = PR 10

และ    2 2
PQ 4 1 3 2 9 1 10       

เนื	องจาก PQR เป็นสามเหลี	ยมมุมฉาก จะได้ 
2 2 2

PR PQ QR 

ดังนั�น 2 2 2
QR PR PQ 100 10 90    

หรือ QR 90

7 



 บทที� �  แนวความคดิเบื�องต้น 
ให้พิกดัของจุด R เป็น (x, y)  

จะได้    2 2 2
PR x 4 + y 3  

ดังนั�น 2 2(x 4) (y 3) 100     ….. (1) 
2 2x 8x 16 y 6y 9 100     

2 2x y 8x 6y 75     ….. (2) 
และ    2 2 2

QR x 1 + y 2    จะได้ 
2 2(x 1) (y 2) 90   

2 2x 2x 1 y 4y 4 90     
2 2x y 2x 4y 85     ….. (3) 

   2 3 6x 2y 10   

3x y 5  

y 3x 5   แทนลงใน (1) จะได้ 
2 2(x 4) (3x 2) 100   

2 2x 8x 16 9x 12x 4 100     
210x 20x 80 0  

2x 2x 8 0    

(x 4)(x 2) 0  

จะได้  x 4, 2    และ   y 7, 11   
ดังนั�น  พิกดัของจุด R คือ ( 4)( 7)   หรือ (2, 11)   ดังรูป 1.12 



หมายเหตุ  เมื	อได้ QR 90  กห็าระยะทางจากจุดที	โจทย์บอกมาให้กบัจุด ( 1, 2)

ถ้าระยะทางระหว่างจุดทั�งสองเป็น 90    จะได้คาํตอบเช่นกนั 

 รูป 1.11  รูป 1.12 
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ตัวอย่าง 1.9  จงหาระยะทางระหว่างจุด 2 จุด ที	กาํหนดให้ต่อไปนี�  
1. A(2, 5)  และ B( 1, 1) 

2.  P 2 2 ,0 และ  Q 2 , 3 2

วิธีทํา    1.  ให้จุด 1 1A(2, 5)     =    A(x , y )

 จุด 2 2B( 1, 1)   =   B(x , y ) 

ดังนั�น   ระยะทางระหว่างจุด A และ B คือ 

   2 2

2 1 2 1d    = AB x x y y   

   2 2
1 2 1 5     

 2 23 4  

9 16 25 5      หน่วย 
2.ให้จุด     1 1P 2 2 ,0 P x ,y 

จุด     2 2Q 2 , 3 2 Q x ,y 

ดัวนั�น  ระยะทางระหว่างจุด P และ Q คือ 

   2 2

2 1 2 1d    = PQ x x y y   

   2 2

2 2 2 3 2 0    

   2 2

3 2 3 2  

18 18 36 6     หน่วย 
ดูรูป 1.13 

รูป 1.13 
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1.3   จุดแบ่งของส่วนของเสน้ตรง 
( Division of A Line Segment ) 

ทฤษฎี 1.2  กาํหนดให้   จุด 1 1( , ) A x y และ 2 2( , ) B x y เป็น 2 จุดใดๆ บนระนาบ xy 
 ให้ จุด ( , ) P x y  แบ่งระยะ AB ออกเป็นอตัราส่วน 1 2AP : PB  =  r : r

 เราจะได้จุด P(x, y) มีพิกดั ดังนี�  

1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 1 2

,
r x r x r y r y

x y
r r r r

 
 

 
 .............(_.`) 

พสูิจน ์  ให้จุด 1 1A(x , y ) และ 2 2B(x , y ) เป็นจุดบนระนาบ xy 
จากรูป  1.14  จะได้ 

 ระยะ 1AP  = AP r  ระยะ 1 2AB  = AB r r 

1AM   =  x x 2 1AN    =  x x

1PM   =  y y 2 1BN    =  y y

สามเหลี	ยม APM คล้ายกบัสามเหลี	ยม ABN เราจะได้สมบัติต่อไปนี� เป็นจริง คือ 
AM PM AP

AN BN AB
   …………..(1) 

จาก   (1) AM AP

AN AB
  จาก PM AP

BN AB


จะได้ 
1 1

2 1 1 2

x x r

x x r r




 
 และ 1 1

2 1 1 2

y y r

y y r r




 

 1 2 1

1

1 2

r x x
x x

r r


 


 ,  1 2 1

1

1 2

r y y
y y

r r


 



1 2 1 1
1

1 2

r x r x
x x

r r


 


, 1 2 1 1

1

1 2

r y r y
y y

r r


 



1 2 1 1 1 1 2 1

1 2

r x r x r x r x

r r

  



, 1 2 1 1 1 1 2 1

1 2

r y r y r y r y

r r

  




ดังนั�น 1 2 2 1

1 2

r x r x
x

r r





 และ 1 2 2 1

1 2

r y r y
y

r r







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