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CALCULUS CONCEPT MAPS 
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คํานยิม 

  การเรียนแคลคูลสักบัการเล่นกีฬามีลกัษณะคลา้ยกนั โดยเฉพาะอยา่งยิง่กีฬากอลฟ์  “ไทเกอร์ วูดส์” 
นกักอลฟ์สายเลือดลูกคร่ึง ไทย-อเมริกนั ดงัระเบิดไปทัว่โลก ดว้ยประวติัการเรียนและกีฬากอลฟ์อนัเยีย่มยอด 
เป็นแชมป์กอลฟ์เยาวชนของสหรัฐหลายสมยั หลงัการกา้วเขา้สู่กอลฟ์อาชีพเพยีงเวลาไม่ก่ีเดือน กส็ามารถควา้
แชมป์กอลฟ์รายการใหญ่ไดห้ลายรายการ ดว้ยวยัเพียง 21 ปี  ดา้นการเรียน  มีผลการเรียนดีเยีย่มสามารถเขา้
เรียนในมหาวทิยาลยั ซ่ึงเป็นมหาวิทยาลยัทอ็ปเทนของสหรัฐ  ผูเ้ขียนอยากนาํทั้งสองส่ิงมาหล่อหลอมเขา้
ดว้ยกนั เพื่อใหนิ้สิต  นกัศึกษา  และผูส้นใจในวิชาแคลคูลสัไดม้องภาพในอนาคตไดเ้ห็นชดัเจนยิง่ข้ึน  โดยนาํ
กีฬากอลฟ์มาอธิบายเปรียบเทียบ     หนงัสือเล่มน้ีไดต้ั้งช่ือวา่    “ สนามฝึกซ้อมวชิาแคลคูลสั ” (Driving 
Range of Calculus) เช่นเดียวกบักีฬากอลฟ์ซ่ึงมี สนามฝึกซ้อมกอล์ฟ (Driving Range of Golf) ก่อนท่ีจะ
เขา้สนามฝึกซอ้มคงตอ้งศึกษานิยามทฤษฎี และคุณสมบติัต่างๆ จากหอ้งเรียนจนเขา้ใจดีพอ แลว้จึงนาํหนงัสือ
เล่มน้ีมาฝึกฝนใหเ้กิดความเขา้ใจใหดี้ยิง่ข้ึน 
  หนงัสือเล่มน้ีไดใ้ชเ้ทคโนโลยสีมยัใหม่ มาช่วยทาํใหรู้ปแบบของหนงัสือดีมีคุณค่ายิง่ข้ึน โดยใช ้
โปรแกรม  Mathcad  และ Maple ซ่ึงทาํใหผู้อ่้านหนงัสือเล่มน้ี   สามารถมองเห็นโจทยปั์ญหานั้นๆ ไดเ้ป็น
รูปธรรมมากข้ึน 
  แคลคูลสัเป็นวชิาท่ีสาํคญัวิชาหน่ึงของสาขาคณิตศาสตร์ และเป็นพื้นฐานท่ีสาํคญัในการพฒันา
นาํไปใชป้ระยกุตใ์นสาขาวิชาต่างๆ ของนกัวิทยาศาสตร์และวิศวกร ก่อนท่ีจะนาํไปประยกุต ์ ใชไ้ดดี้ นิสิต 
นกัศึกษา จาํเป็นตอ้งศึกษาวิชาพื้นฐานใหเ้ขา้ใจถ่องแทก่้อน  จากประสบการณ์ดา้นการสอนมามากกวา่ 40 ปี 
ในสถาบนัแห่งน้ี  และเป็นอาจารยพ์ิเศษมหาวิทยาลยัอีกหลายแห่ง จึงไดร้วบรวมเขียนออกมาเป็นแผนทีว่ชิา
แคลคูลสัพืน้ฐาน (Calculus Concept Maps) ตามท่ีนาํเสนอในปกหลงัดา้นในของหนงัสือเล่มน้ีนั้น  
ผูเ้ขียนไดแ้บ่งเน้ือหาออกเป็น e-Book:Series 1-8 โดยแต่ละ Series จะมีเน้ือหาความสมัพนัธ์กนัเก่ียวขอ้ง
กนัอยูต่ลอดเวลา ดงันั้น การศึกษาวิชาแคลคูลสัจาํเป็นตอ้งมีพื้นฐานของคณิตศาสตร์ e-Book:Series ตน้ๆ 
อยูต่ลอดเวลา  
  ทางดา้นกีฬากอล์ฟนั้นผูเ้ขียนไดมี้โอกาสรับการฝึกอบรมจากคุณครูกอลฟ์ Bell Penny 
(Head Professional-Class A C.P.G.A.) จากโรงเรียนการศึกษากอลฟ์ไทย ซ่ึงเป็นโรงเรียนกอลฟ์แห่งแรก
ของประเทศไทย เม่ือปี 1994 ทาํใหผู้เ้ขียนไดเ้กิดแนวคิดท่ีจะนาํทั้งสองเร่ืองน้ี คือ แคลคูลสัและกอลฟ์มา 



ผนวกเขา้ดว้ยกนั ซ่ึงมีหลายๆ ส่ิงสามารถนาํมาเปรียบเทียบใหนิ้สิต นกัศึกษา ไดม้องเห็นภาพการศึกษา
แคลคูลสัไดดี้ยิง่ข้ึนในกีฬากอลฟ์นั้นเราแบ่งไฟทอ์อกเป็น 3 ไฟท ์ เรียงลาํดบัตามความสามารถไดด้งัน้ี คือ 
ไฟท ์C มือใหม่ (Beginner) , ไฟท ์B มือสมัครเล่น (Amateur) , ไฟท ์A มืออาชีพ (Professional)  
การเล่นกอลฟ์นั้น ในการออกรอบ 1 รอบ หรือตีจนครบ 18 หลุมนั้น ตอ้งใชค้วาม 
อดทน ความพยายาม มีจิตใจท่ีมุ่งมัน่ การเล่นกอลฟ์จะตอ้งแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ตลอดเวลาและรูปแบบของ
ปัญหานั้นเปล่ียนแปลงอยูเ่สมอผูเ้ล่นตอ้งคิดแกปั้ญหาดว้ยตวัเองบนพื้นฐานของประสบการณ์ท่ีมีอยู ่ เม่ือถึงจุด
หน่ึงผูเ้ล่นท่ีมีพื้นฐานและการฝึกซอ้มดีพอ ผูเ้ล่นจะสามารถแกปั้ญหาเฉพาะหนา้ไดเ้สมอ โดยท่ีผูเ้ล่นจะตอ้ง
นาํปัจจยัหลายๆ อยา่งมาช่วยในการคิดแกปั้ญหา 
  ในวิชาแคลคูลสักเ็ช่นเดียวกนั เป็นวิชาท่ีตอ้งใชค้ณิตศาสตร์หลายๆ ดา้นมาประกอบกนั เพื่อช่วยใน
การคิดแกปั้ญหา ผูเ้ขียนจึงไดเ้ขียนปูพื้นตั้งแต่เร่ิมตน้ ตั้งแต่ระดบัมธัยมศึกษาตอนปลายแต่เจาะลึกลงไปในแต่
ละเร่ืองมากกวา่เดิม  นกัศึกษาท่ีพื้นฐานยงัไม่ดีพอจึงเปรียบเสมือนนกักอลฟ์มือใหม่ ตอ้งฝึกทาํโจทยต์ั้งแต่ตน้
ในเร่ืองพื้นฐานจนเกิดความเขา้ใจก่อน จึงจะเร่ิมศึกษาในเน้ือหาของวิชาแคลคูลสัได ้ เม่ือผูเ้รียนฝึกซอ้มจน
เขา้ใจแลว้จึงจะถือไดว้า่อยูใ่นระดบัมือสมัครเล่น และนกัศึกษาจะตอ้งทาํการฝึกฝนต่อไปอีกจนเกิดความ
เขา้ใจ จึงจะถือวา่นกัศึกษาจดัอยูใ่นขั้นระดบัมืออาชีพ จึงจะสามารถศึกษาในขั้นประยกุตไ์ด ้  ในตาํราชุดน้ี
เปรียบเสมือนสนามฝึกซอ้ม มีโจทยต์วัอยา่งมากมายเพียงพอท่ีจะทาํใหน้กัศึกษาพฒันาตนเองอยูใ่นขั้นมือ
อาชีพไดอ้ยา่งสบาย  
                หนังสอืคณติศาสตร์วิศวกรรม Series 3 ก่อนที่จัดทาํเป็น e-book:Series 3 ได้ปรับปรงุมาแล้ว3
คร้ัง โดยทาํการปรับปรงุจากหนังสอืคณติศาสตร์วิศวกรรม Series 3 จะเน้นในเร่ือง แคลคูลสัและ
เรขาคณิตวิเคราะหข์องฟังกช์นัหลายตวัแปร    โดยปรับปรงุ จากการจัดพิมพ์คร้ังแรกในปี 2541 มีการ
เพ่ิมเน้ือหาและรปูกราฟของฟังกชั์นอกีมากมายรวมทั้งรูปเล่ม ตัวหนังสอืเป็นสนีํา้เงิน และกราฟของฟังกชั์น
สองตัวแปรเป็นรปูพ้ีนผวิใน3มิติ 4 ส ี เพ่ือให้ผู้อ่านดูชัดเจน และสวยงาม นอกจากน้ีผู้เขยีนได้เพ่ิมตัวอย่าง
พร้อมแสดงวิธทีาํโดยละเอยีดที่น่าสนใจจากเดิม  รวมตัวอย่างโจทย์เป็น 394 ตัวอย่าง และเพ่ิมโจทย์ปัญหา
พร้อมคาํเฉลย เป็น 1,686 ข้อ และใช้โปรแกรม Maple และ Mathcad วาดกราฟ ทั้งหมดเป็น 468 รปู 
เพ่ือให้นักศึกษาได้เหน็เป็นรปูธรรมนามธรรมย่ิงขึ้น และเกดิความเข้าใจลึกซ้ึง โดยดูจากกราฟของฟังกชั์น
จริง โดยเฉพาะอย่างย่ิง ในส่วนเฉลยคาํตอบเดิมได้ย่อหน้าให้เหลือ 50% ทาํให้คาํเฉลยดูไม่ชัดเจน ผู้เขยีน
ได้ขยายเป็น 100% เพ่ือให้ผู้อ่านได้ตรวจคาํตอบได้สะดวกข้ึน จากการเพ่ิมข้อมูลต่างๆ ทาํให้จาํนวนหน้า
เพ่ิมขึ้นอกีมากจากเดิม 576 หน้า เป็น 686 หน้า   นกัศึกษาไดฝึ้กทบทวนเน้ือหาและทดลองทาํแบบฝึกหดั
ในลกัษณะต่างๆทาํใหเ้กิดความรู้ความเขา้ใจในทฤษฎีใหถ่้องแท ้     อนัจะเป็นพื้นฐานท่ีสาํคญัต่อการเรียนการ 



สอน และการทาํงานไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพในอนาคตถา้จะใหห้นงัสือเล่มนี้เปรียบเทียบกบักีฬากอลฟ์ผูเ้ขียน 

ตั้งใจจะใหเ้ป็ นเช่นเดียวกบั สนามฝึ กซ้อมกอล์ฟ (Driving Range) ถา้ใครเขา้สนามฝึ กซอ้มมากกจ็ะทาํให้ 
พฒันาดียิง่ขึ้น แลว้จะส่งผลใหนิ้สิต-นกัศึกษา ขอ้สอบกลางภาค (Midterm) และสอบปลายภาค (Final) 
ดว้ยความมัน่ใจ เช่นเดียวกบันกักอลฟ์ท่ีมีความพร้อม และมีความเช่ือมัน่ท่ีลงสนามแข่งขนั และไดรั้บรางวลั 

ใหก้บัตนเองในท่ีสุด 
 ผูเ้ขียนขอกราบขอบคุณ คุณครู-อาจารย ์ทุกท่าน ตั้งแต่ประถมจนถึงมหาวิทยาลยัท่ีไดป้ระสิทธิประสาท 

วิชาให ้ขอกราบขอบคุณทุกท่านท่ีไดใ้หก้ารสนบัสนุนหนงัสือตั้งแต่ e-book:Series 1 ถึง e-book :Series 

8 ขอขอบคุณเพื่อนร่วมงานทุกคนท่ีไดค้อยใหก้าํลงัใจและใหค้าํแนะนาํดว้ยดีมาตลอด ขอขอบคุณ คุณ วรรณ 

นิภา ขาวผอ่ง ท่ีทุ่มเทช่วยพิมพต์น้ฉบบัให้เป็ นอยา่งดีและขอบคุณนกัศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์ท่ีไดช่้วย 

ตรวจต้นฉบบัให้เป็ นอย่างด ี และที่สําคัญที่สุดขอขอบคณุและขอบใจ  ภรรยา และลกูๆ ของผู้เขยีนทั้งสอง :   
คุณยุพิน   แววเจริญ   ลูกแพรวและลูกเพชร    คุณวงษเ์ดอืน   บ่ายเที่ยง  ลูกต้มัและลูกตี้  ที่ได้ให้กําลังใจในการ 

เขยีนมาตลอดและเป็ นผู้อยูเ่บื�องหลังของความสําเร็จในการจัดทาํ น้ี    
         หนังสือ e-book:Series 3 แคลคูลัสและเรขาคณิตวิเคราะห์ของฟังก์ชันหลายตัวแปร ปรับปรุงใหม ่

เล่มนี้จะไมส่ามารถเกดิข้ึนได  ้   ถา้ไมม่ีทีมงานของคณะวทิยาศาสตร์ประยกุต ์ ในภาควชิาคณิตศาสตร์และ 

นักศกึษาของภาควชิาคณิตศาสตร์ทั้งในอดตีและปัจจุบัน ดังเช่น คุณ อุมา รัตนเทพ  ี   (MA12) ที่ช่วยพิมพ ์

ตน้ฉบบัและชว่ยคํานวณคาํตอบและวาดกราฟของคาํตอบของสมการเชงิอนพุันธ ์ โดยโปรแกรม Maple คุณ 

เวคิน พุฒิธีระโชติ  (MA14) ที่ช่วยตรวจตน้ฉบบัอย่างละเอยีดทกุบท คุณ นพดล สวนดวน (MA16) และ  คุณ 
บุปผา จิตรโสม (MA20)   ที่ทุ่มเทเวลาชว่ยพิมพ์ตน้ฉบบัใหเ้ป็ นอย่างดยีิ่ง  ทา้ยสุดน้ีขอขอบใจ คุณ ทินพฒัน์  
แววเจริญ ( AS 23) ของ  มจพ. (KMUTNB) ที่ช่วยออกแบบปก และ Artwork ของ e-book:Series 3 เล่มน้ี 

ทั้งหมด 
  ผูเ้ขียนหวงัว่าหนังสือประกอบการเรียนเล่มน้ีคงจะเป็ นประโยชนต่์อนิสิตนักศกึษาใน สถาบันอุดม 

ศึกษาตา่งๆบา้งตามสมควรหากพบข้อบกพร่องท่ีควรแก้ไขในหนังสือเล่มน้ีกรุณาเสนอแนะให้ ผู้เขียนทราบ 

ดว้ย   จักเป็ นพระคุณย่ิง  ขอให้แฟนพันธ์แท้และผูส้นใจคอยติดตาม e-book:Series 5 ต่อไป 

คุณความดีและคุณประโยชน์ท้ ังหลายท้ ังปวง ขอมอบให้บิดา – มารดา ครู-อาจารย์ ของผ้เูขียนท้ ังสอง 



คํานยิม 

ท่านผู้ค้นหนังสือ e-book:Series 3 เล่มน้ีทุกท่าน ผมเป็นคนหน่ึงที่ใกล้ชิดและเห็นการทาํงาน 
แนวการคิดและการทาํหนังสอืของรองศาสตราจารย์ศรีบุตร แววเจริญ และ รองศาสตราจารย์ ดร.ชนศักดิ์ 
บ่ายเที่ยง  มาโดยตลอด ท่านทั้ งสองได้เขียนหนังสือคณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์ e-
book:Series ออกมา 8 เล่ม อย่างต่อเน่ืองและมีการปรับปรงุเน้ือหาใหม่ในหนังสอืคณติศาสตร์วิศวกรรม
และวิทยาศาสตร์ทั้ง 8 เล่ม โดยมีการเพ่ิมเติมรูปภาพประกอบโจทย์ปัญหาให้เหน็เป็นรูปธรรมและนาํเอา
โปรแกรมสาํเรจ็รปูทางคณติศาสตร์ Maple , Mathcad  มาช่วยในการเรียนการสอนวิชาคณติศาสตร์  

ผมเหน็ความมุ่งม่ัน ตั้งใจของท่านอาจารย์ทั้งสองท่าน คือความสาํเรจ็ที่ยังใหม่ ที่จะช่วยประเทศไทย
แก้ปัญหาการขาดแคลนหนังสือ จากจุดเร่ิมต้นดังกล่าว ท่านตั้งใจจะทาํหนังสือ e-book:Series 3เพ่ือ
ศิษย์ ทาํให้หนังสอืไม่เพียงใช้เรียนในช้ันเรียนแต่กลับใช้เรียนเสมือนบนเวบ็ที่มีรูปภาพ 4 ส ีคาํอธบิายและ
โปรแกรมครบทุกส่วน ทาํให้ผู้เรียนขยายวงกว้างจากนักเรียนในช้ันเรียน สู่นักเรียนนอกช้ันเรียนหลายสาขา
อาชีพ ตอบสนองต่อยุทธศาสตร์   การพัฒนาประเทศด้านการพัฒนาทรัพยากรมนุษย์ เกิดการเรียนรู้ที่
สนับสนุนต่อสงัคม การมีการเรียนรู้อย่างต่อเน่ืองตลอดชีวิต 

นับเป็นภาระกิจของภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์ มจพ.ที่ต้องผลิตหนังสือและ
ตาํราวิชาการเป็นบริการความรู้แก่สงัคม ตามปรัชญาของมหาวิทยาลัยที่ว่า “พัฒนาคน พัฒนาวิทยาศาสตร์
และเทคโนโลยี”  และในฐานะของผู้บริหารภาควิชาคณิตศาสตร์ ต้องขอขอบคุณอาจารย์ทั้งสองท่านที่
ปรับปรุงหนังสือ Series 3 เป็น e-book:Series 3 แคลคูลสัและเรขาคณิตวิเคราะหข์องฟังกช์นัหลาย
ตวัแปร (คณิตศาสตร์วิศวกรรมและวิทยาศาสตร์) ซ่ึงนับเป็นบริการด้านสติปัญญาอีกเล่มหน่ึงที่ภาควิชา
คณติศาสตร์ภมิูใจมอบให้แก่สงัคม 

ขอบคุณครับ 

รองศาสตราจารย์ ดร.เสนอ  คุณประเสริฐ
หัวหน้าภาควิชาคณติศสตร์ 

แถมฟรี  
e-book:Series 3 เล่มนี้  ผูเ้ขียนไดม้อบแผ่นผบัขนาด A3 รูป4สีสวยงามจํานวน
2  แผ่นทีจ่ะเป็นประโยชนก์บันกัศึกษาและผูส้นใจวิชา CALCULAS เป็นอย่างดี

1. CALCULUS  CONCEPT  MAPS

2. FORMULA TABLES  OF DERIVATIVES  AND  INTEGRALS



สารบญั 

เกีย่วกบัผูแ้ต่ง คํานาํ คํานยิม 

บทที ่1   ผิวโคง้ในปริภูมิ 3 มิติ   
(Surface in Space) 

1.1 ระบบพกิดัฉากในปริภูมิ 3 มิติ 1
1.2 กราฟของฟังกช์นัสองตวัแปรในปริภูมิ 3 มิติ 4
1.3 ระนาบ ทรงกลม  ทรงกระบอก  กรวย 6
1.4 กรวย   ผวิโคง้กําลงัสอง 9
1.5 การสมมาตรเทียบกบัจุด เสน้ตรง และ ระนาบ 13

แบบฝึกหดั 19

   บทที ่2  พกิดัเชิงขั้ว
             (Polar Coordinates) 

2.1 ระบบพกิดัเชิงขั้ว 23
2.2 ความสมัพนัธร์ะหว่างพกิดัฉากและพกิดัเชิงขั้ว 29
2.3 กราฟของสมการเชิงขั้ว 40
2.4 จุดตดัของกราฟในพกิดัเชิงขั้ว 64

x y

z

sin sin( , ) x yf x y
xy



Generated by Maple 

21 sin(2 ) cos (4 )r    



2.5 พื้ นทีใ่นพกิดัเชิงขั้ว 
แบบฝึกหดั 

74 
92 

       บทที ่3 
แคลคูลสัเชิงอนุพนัธข์องหลายตวัแปร(

           (Multivariable Differential Calculus)

3.1 ฟังก์ชันค่าจริงของหลายตวัแปร  93
3.2 ลมิิตของฟังก์ชันหลายตวัแปร 118
3.3 ความต่อเน่ืองของฟังก์ชันสองตวัแปร  134
3.4 อนุพนัธ์ย่อย 145
3.5 กฎลูกโซ่ของอนุพนัธ์ย่อย 181
3.6 การหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชันทีนิ่ยามโดยปริยาย 214
3.7 ค่าสูงสุดและค่าตํา่สุดสัมพนัธ์  ค่าสูงสุดและค่าตํา่สุดสัมบูรณ์  และการประยุกต์ 239
3.8 การหาจุดวกิฤตโดยตวัคูณลากรานจ์ 293
3.9 ระนาบสัมผสั ค่าเชิงอนุพนัธ์รวมและการประมานค่า 321

แบบฝึกหดั  341

      บทที ่4   

      อนิทกิรัลสองช้ันและประยุกต์   
((    (Double Integraland It’s Application) 

=  ความสูง 

พื้นผวิ

D
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4.3 
4.4 

อนิทกิรัลสองช้ันบนบริเวณรูปส่ีเหลีย่มมุมฉาก 
อนิทกิรัลสองช้ันบนบริเวณทัว่ไป 
การหาพืน้ทีแ่ละปริมาตร                        
การเปลีย่นตวัแปรสําหรับอนิทกิรัลสองช้ัน 

345
366
396
417

4.5 อนิทกิรัลสองช้ันในระบบพกิดัเชิงขั้ว 426
4.6 การประยุกต์ของอนิทกิรัลสองช้ัน 442

แบบฝึกหดั 448

       บทที ่5    
       อนิทกิรัลสามช้ันและการประยุกต์   

 (Triple Integrals and its Applications)

5.1 อนิทกิรัลสามช้ันบนทรงส่ีเหลีย่มมุมฉาก  469
5.2 อนิทกิรัลสามช้ันบนทรงตนัทัว่ไป 483
5.3 การเปลีย่นตวัแปรสําหรับอนิทกิรัลสามช้ัน  530

5.3.1 การเปลีย่นตัวแปรระหว่างระบบพกิดัฉากและระบบพกิดัทรงกระบอก 531
5.3.2 การเปลีย่นตวัแปรระหว่างระบบพกิดัฉากกบัระบบพกิดัทรงกลม 555

5.4 ประโยชน์ของอนิทกิรัลสามช้ัน 
แบบฝึกหดั 

588
591

เฉลยแบบฝึกหดับทที1่-บทที ่5 ข้อ จาํนวน  1868    ข้อ 616
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